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Informacja | niepewnosc¢

 Matematyczna teoria informacji zajmuje sie
pojemnoscig kanatu transmisji informacii,
zupetnie abstrahuje od znaczenia, wartosci |
sensu przekazywanej informacji.

* [nformacja i niepewnosc to dwie strony tego
samego medalu: zdobywajac informacje
usuwamy niepewnosc | ha odwrot, tracac
informacje powiekszamy niepewnosc.

* Im wieksza niepewnosc co do
poszukiwanego wyniku, tym wiecej informacji
zdobywamy poznajgc ten wynik.



Bit

* Miarg informaciji jest bit — skrot od binary
digit. Jest to miara informacji otrzymanej w
odpowiedzi na elementarne pytanie, to jest
pytanie na ktore odpowiedz moze brzmiec
tylko ,tak” lub ,nie”.

* Wieksze jednostki to
bajt, kilobajt, megabaijt, itd.

« UWAGA:
kilometr to 1000=10° metrow
kilobajt to 1024 = 2'° bajtéw



Nosniki informacji

* Informacja moze miec rozne postacie:
dzwieku, obrazu, tekstu, filmu. My skupimy
sie na tekscie.

e Tekst jest uporzgdkowanym ciggiem znakow
Z pewnego alfabetu. Ten sam tekst mozna
zapisac w roznych alfabetach, podobnie jak
liczby mozna zapisacC w roznych systemach.

My bedziemy uzywac alfabetu dwojkowego
(binarnego). Wtedy kazdy znak niesie ze
sobg jeden bit informacii.



Wiasnosci informacii

* Przyjmijmy, ze informacja jest zapisana w
alfabecie binarnym (0,1)

« Stowem binarnym jest cigg zer i jedynek o
dtugosci N. Liczba N mierzy objetos¢ nosnika
informacji. Informacja zawarta w stowie jest
proporcjonalna do N.

* Informacja, jaka moze byC zawarta w danym
ciggu znakow jest proporcjonalna do dtugosci
tego ciggu. (Informacja jest wielkoscig
ekstensywna)



Miara informacj

* Postulujemy zatem, zeby miarg informacji byta
dtugosc stowa binarnego

Informacja H = Dtugos¢_stowa_binarnego

* |stnieje 2N stdw binarnych o diugosci N znakow.
Zatem

Dtugos¢_stowa = N = log, (Liczba_stéw)=log, (2")



Miara informacji cd

» Jezeli prawdopodobienstwo wystgpienia
kazdego stowa jest takie samo, to wynosi ono

p T o o i
Liczba stow

* WWobec tego informacja zawarta
W pojedynczym stowie wynosi

= - |092 (p)



Wzor Shannona

» Claude Shannon uogolnit tg intuicje do
przypadkow, kiedy rézne stowa wystepujg
Z roznymi prawdopodobienstwami.

* Wedtug niego, zawartosc informacyjna
przekazu ztozonego z n znakow wyrazona jest
przez prawdopodobienstwa p wystgpowania

tych znakow
H:_Z pilogz(pi)
i=1

* Wielkos¢ H oznacza informacje mierzong w
bitach. Nazywa sie jg entropia informacyjna.
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Gra w 20 pytan

 Pokazemy, ze entropia rowna jest liczbie
pytan potrzebnych do odgadniecia stowa.

« Rozwazmy uproszczong sytuacje, kiedy jest
2" rownoprawdopodobnych stow o dtugosci
N. Ponumerujmy je wszystkie liczbami
naturalnymi od 1 do 2".

« Mamy 2" zakrytych komorek. W jednej z nich
jest ,skarb”. Znalezienie ,skarbu” jest tym
samym co odgadniecie stowa.



Najprostsza strategia

Initially we know nothing:
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After the first question we know:
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After the sccond question we know:
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After four questions we know were the treasure 1s:
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20 pytan cd

Liczba pytan potrzebna do uzyskania petnej
informacji rowna jest poczatkowej
niepewnosci

Na ogot prawdopodobienstwa wystgpienia
roznych stow nie sg takie same.

Kiedy mamy odgadngc stowo postaci KU_A
nie wiemy, czy jest to KUFA, KULA, KUMA,
KUNA, KUPA czy KURA.

Kiedy mamy stowo postaci SW_T, to nie ma
problemu.



Rozktad 1

Rozwazmy skarb ukryty w jednej z 4
komorek, z prawdopodobienstwami
p,. =0.5,p,=0.25,p,=0.125, p, = 0.125

Pierwotna strategia daje srednio 2 pytania do
osiggniecia sukcesu

Lepsza strategia:
- Czy skarb jest w pierwszej komorce?

— Czy skarb jest w drugiej komorce?
- Czy skarb jest w trzeciej komorce?

Srednio prowadzi ona do
1+0.5+2*0.25+3%0.25=7/4 < 2 pytan
zatem jest lepsza od bisekcii.




Rozktad 2

 Rozwazmy rozktad 6 komorkowy:
p,=1/3, p,=1/5, p,=1/5,

p, =2/15, p.=1/15,p,=1/15

Srednia liczba
pytan wynosi tu
37/15




Rozktad 2 — druga strategia

Rozwazmy rozktad 6 komorkowy:
p,=1/3, p,=1/5, p,=1/5,

p, =2/15, p.=1/15,p,=1/15

Srednia liczba
pytan wynosi tu
36/15




Optymalna strategia
— algorytm Huffmana

. Z poczatkowego rozktadu p°, p°,, ..., p°.

wybieramy dwa najmniej prawdopodobne
zdarzenia p° oraz poj.

* Lgczymy je w jedno o prawdopodobienstwie
p', mamy nowy rozktad p'.,, p',, ..., p' .
 Powtarzamy procedure n-1 razy

W ten sposob, od dotu, powstaje optymalne
drzewo pytan.



Przyktad dziatania strateqii

 Zaczynamy od rozkfadu p° =1/3, p° =1/5,
p°,=1/5, p°4=?/15, p°.=1/15, pf’6=1/15
 Laczymy p°.ip°, w p'.. Dostajemy:
p'.=1/3, p12=j/5, p'.=1/5, p14=_2/15, p'.=2/15
« taczymy p',ip’'. w p?,. Dostajemy:
p*.=1/3, p*,=1/5, p>,=1/5, p?,=4/15
 Laczymy p°,ip°, w p°,. Dostajemy:
p° =1/3, p°,=4/15, p*,=6/15
 taczymy p° ip°, w p*,. Dostajemy:
p*.=9/15, p*,=6/15



Rozktad 2 — trzecia strategia

Rozwazmy rozktad 6 komorkowy:
p,=1/3, p,=1/5, p,=1/5,

p, =2/15, p.=1/15,p,=1/15

Srednia liczba
pytan wynosi tu
rowniez 36/15




Porownanie dwoch ostatnich strategii

 Rozwazmy rozktad 6 komorkowy:
p,=1/3, p,=1/5, p,=1/5

p, =2/15, p.=1/15,p, = 1/15

Srednia liczba pytan wynosi dla obu strategii 36/15



Srednia informacja

 Nasze rozwazania pokazujg, ze entropia
Shannona mierzy srednig informacje
obliczong w przypadku, gdy znane sg
wszystkie prawdopodobienstwa elementarne.

* Ogolne twierdzenie o bezszumowym
kodowaniu mozemy sformutowac tak:

Nie istnieje strategia o srednio mniejszej
liczbie pytan niz entropia Shannona



Doswiadczenia Hymana

 R. Hyman pokazat, ze czas reakcji na
bodzce o okreslonej zawartosci informacji
jest proporcjonalny do entropii Shannona.

 Program Hyman



Uktad dynamiczny

e Uktad: zbior obiektow, ktorych zmiany w
czasie chcemy badac

 Dynamiczny. zmieniajgcy sie w czasie
zgodnie z pewng regutg



Typy uktadow dynamicznych

« Uktady deterministyczne
- Uktady autonomiczne
- Uktady zalezne od czasu

« Uktady losowe (stochastyczne)



Przyktad 1. Wyborcy

» Stan ukfadu: Preferencje wyborcze grupy
respondentow

 Ewolucja: Zmiany preferencji nastepujg na
skutek kontaktow miedzyludzkich



Przyktad 2. Ptatek sniegu

« Automat komorkowy na sieci o strukturze
plastra miodu

 Ten sam stan poczatkowy zawsze daje ten
sam stan koncowy (uktad deterministyczny)




Platek sniegu

1

Reguta: Nowy fragment powstaje w komorce
siecl, ktora ma doktadnie jednego zmarznietego
sgsiada



(2,3) (2,4) (3,3) (3,4) (3,5) (4,4) (4,5)

Y
(1,2) (1,4) (2,3 (2,4) 3.2) (3,3) (3,4 (3,5 (3,6) (4,4) (4,3) (5,4) (5,6)



Ewolucja uktadu dynamicznego

 Rozw(Qj w czasie uktadu dynamicznego
opisuje rownanie ewolucji w postaci wzoru
iteracyjnego

Xn+1:Fp<Xn)

« X 1X opisujg stan uktadu w chwili n i n+1
» [ okresla jakim zmianom ulega stan uktadu
w kolejnych krokach iteracji



Przyktad 3. algorytm Newtona

» Jak policzyc pierwiastek z a”?
* Nalezy wybra¢ dowolng liczbe i iterowac jg

zgodnie z reguig

a
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* Dlaczego?

Jezeli x<va to Jaxx<a , d WIQC —>\/_

| na odwrot.



Przyktad 3. pierwiastek z 2

« Wezmy x =2

5
416
- X,=1,414215
414213562374
414213562373095048801689

e | tak dalej



Kilka pojec

* Punkt staty. stan uktadu, ktory sie nie zmienia
Z czasem

» Atraktor:. stan, do ktorego uktad dazy z
czasem

 Dorzecze (basen) atraktora: zbior stanow
poczgtkowych, ktore dgzg do danego
atraktora



Przyktad basenow atraktora

« Rozwazmy odwzorowanie ptaszczyzny

4 > 1 x-yl

TN (k)
=2y ] 2x, ),
R A N e

 To odwzorowanie ma trzy atraktory:

/(10>(—1 @) (—1 —@) :
P\ 2 2

A /




Basen%,
pierwiastkow

jedynki




Model Ehrenfesta: psy | pchty

» N pchet siedzi na dwoch psach: na Azorze A
a na Burku B,

* Co chwile jedna z pchet podejmuje decyzje o
przeskoku z jednego psa na drugiego

» Jak zmienia sie rozktad pchet?
A ., =A —1zprawdopodobienstwem A /N

A .. =A_+ 1z prawdopodobienstwem (N-A )/N

n



Determinizm a losowos¢é

* WiekszoSC procesow w przyrodzie ma
sktadowe deterministyczng i losowg

e Jezeli ,szum” jest nieduzy, modelujemy uktad
jako scisle deterministyczny

e Jezeli ,szum” jest dominujgcy, modelujemy
uktad jako proces stochastyczny



W ogolnosci

e JesteSmy bez szans...



Chaos deterministyczny

* Proste iteracje odwzorowan:

- Funkcja liniowa
- Funkcja logistyczna

» Uktady z ciggtym czasem

* Wptyw topologii na ewolucje



Przyktad: funkcja liniowa

* Rozwazmy populacje much. Oznaczmy
liczbe much w roku n-tym przez x_. Zatozmy,

ze na kazdg muche w pokoleniu n srednio
przypada R much w pokoleniu nastepnym.
Wtedy ewolucja much jest dana przez:

s N
xn+1 :R xn

x =R"x
" O




Przyktad: funkcja liniowa

 Staty wzrost (R>1) ™|

100

» Staty rozpad (R<1) .

40

-
-
a0 il
-----




Przyktad: funkcja logistyczna

Model liniowy jest zbyt duzym uproszczeniem.
Wzrost populacji zwykle ograniczony jest przez
czynniki zewnetrzne: drapiezcow, ograniczone
zasoby, itp. Biorgc pod uwage skonczong ilos¢
dostepnego pozywienia dostajemy model zwany
logistycznym. Jezeli wzrost R jest pomniejszony
o wielkos¢ proporcjonalng do x_to dostajemy:

a oY
x ,=(R—ax,)x

yn—l—lzr(l_yn)yn
A /

n




Szereg czasowy

e \V obszarze

regularnym
(r = 2.5)

e \W obszarze

regularnym
(r=3.2)
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Szereg czasowy

W obszarze
regularnym
(r=3.5)

 \W obszarze
chaotycznym
(r=3.7)
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Wykres bifurkacyjny

* Dla mapy logistycznej




Chaos deterministyczny

» Czuta zaleznosc¢ od warunkow poczatkowych:
Rysunek pokazuje roznice miedzy historig

dwoch populacji roznigeych sie poczatkowo o
0.0000001 -

0.75 F

L b

T

-0.5 [




lteracje ptaszczyzny

* Przyktad dwuwymiarowy: mapa Henona

- , N
xn+1:A_xn+Byn

yn+1:xn
A /




Dziwny atraktor

Dla pewnych
wartosci

parametrow A | B,

mapa Henona dazy
do atraktora, ktory
jest fraktalem. Taki

atraktor nazywamy
dziwnym.




Prawdopodobienstwo odwiedzin
obszarow na atraktorze




Typowe atraktory

* Punkty state
* Cykle okresowe
* Dziwne atraktory (fraktale)



Uktady z ciggtym czasem

* Wiekszosc interesujgcych uktadow zmienia
sie w czasie w sposob ciggty. Modelujemy to
Za pomocg rownan rézniczkowych.
Rownania te okreslajg szybkosSc¢ zmian
parametrow uktadu w funkcji tych
parametrow. Na przyktad szybkos¢ zmian
potozenia joja jest funkcjg jego predkosci,
potozenia, oraz przytozonej sity (ruch reka).

 Aby w uktadach z ciggtym czasem pojawit sie
chaos, potrzebne sg co najmniej 3 zmienne.



Przyktad: rownania Lorenza

» Uproszczony model konwekcji w atmosferze:

@ )

x, ,=x+10(y —x )€

yn+1:yn+(28xn_yn_xnzn)€
8

Zn+1=2n+(—§zn+xnyn)e
< >~

» ¢ to mata liczba okreslajgca precyzje czasowg
zmian stanu ukfadu




Samopodobienstwo

* Figura jest samopodobna, jezeli mozna jg
podzieliC na czesci podobne do catosci

* Przyktady:
- Trojkat

- Kwadrat
- Odcinek



Fraktale

e Fraktal: zbiér samopodobny o ,niecatkowitym
wymiarze”

* Przyktady fraktali to:
— Zbior Cantora
- Krzywa Kocha
- Trojkat Sierpinskiego



Przyktad: zbior Cantora

* Wycinamy srodkowg jedng trzecig danego
odcinka

» Stosujemy tg procedure do kazdej
otrzymanej czesci

* Po (nieskonczenie) wielu powtdrzeniach
otrzymamy zbior Cantora




Przyktad: krzywa | ptatek Kocha




Przyktad: trojkat Sierpinskiego

* Metoda 1: wycinamy coraz to mniejsze
trojkaty ze zbioru poczatkowego

* Metoda 2: uzywamy dostepnej struktury w
kroku N do konstrukcji kroku N+1 po czym
skalujemy



Trojkat Sierpinskiego




Fraktale losowe

* Losowe zbiory Cantora
* Losowe krzywe Kocha

* Wiekszosc fraktall
spotykanych w

/\ fg\z_M
przyrodzie ﬁw

Ey
E
Ey
E
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1
Ey
: ﬂﬁ\m
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1
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Wymiar fraktalny

* Opisuje skalowanie masy uktadu przy
zmianie skali dtugosci

* \Wymiar prostych zbioréw zero-, jedno- |
dwuwymiarowych

e Porownanie z fraktalami

- N(e)~Ce "
In N (¢)

N




segment 1=C/1 2=1/( 4=
c= 2=2" d=

Wymiar
fraktalny

=C/ I 4=1/0%)" 16 =
C=1 4=2" d=2

3=1/0%)" 9=4*
3=2" d=1log,3 = 1.585

Sierpinski triangle




Fraktale a uktady dynamiczne

« Zbiory niezmiennicze (atraktory, np. atraktor
Henona, atraktor Lorenza)

» Granice zbiorow przyciggania (np. brzegi
basenow pierwiastkow jedynki dla metody
Newtona)




Konstrukcja zbioru Mandelbrota

« Rozwazmy odwzorowanie
a D

2 2
xn+1:xn_yn__x0
S yn+1:2‘xnyn__y0
» Kolejne iteracje (punkty)

- Albo rosng nieograniczenie (,uciekajg do
nieskonczonosci”),

— Albo nie wychodzg poza koto o srodku w (0,0)
| promieniu 2.
» Zbior punktow drugiego typu to zuk
Mandelbrota

/




Zuk Mandelbrota
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