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Rozwazmy funkcje f(x) okreSlong na przedziale |a, 0],
ograniczona.

Przedziat |a, b] mozemy dzieliC na coraz to mniejsze
przedziaty:
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przedziaty:




. Podziaty odcinka

Rozwazmy funkcje f(x) okreSlong na przedziale |a, 0],
ograniczona.

Przedziat |a, b] mozemy dzieliC na coraz to mniejsze
przedziaty:

-p.6




‘Podziaty odcinka

Rozwazmy funkcje f(x) okreSlong na przedziale |a, 0],
ograniczona.

Przedziat |a, b| mozemy dzieliC na coraz to mniejsze
przedziaty:

-p.6




Skonstruujmy teraz cigg podziatow P, P, Ps, ... ha rowne
podprzedziaty (o dtugosci Az,,,). Zatbzmy, ze sa to coraz
drobniejsze podziaty (Ax,, — 0).




Skonstruujmy teraz cigg podziatow Py, P, P3, ... na rowne
podprzedziaty (o dtugosci Az,,,). Zatbzmy, ze sa to coraz
drobniejsze podziaty (Ax,, — 0).

Kazdemu podziatowi P, przyporzadkowujemy liczbe S,
przyblizajgca (przy takim podziale) pole pod wykresem:

Sm = Zf(CZ)AZIZm ;

gdzie ¢; — punkt w :—tym podprzedziale.




Skonstruujmy teraz cigg podziatow Py, P, P3, ... na rowne
podprzedziaty (o dtugosci Az,,,). Zatbzmy, ze sa to coraz
drobniejsze podziaty (Ax,, — 0).

Kazdemu podziatowi P, przyporzadkowujemy liczbe S,
przyblizajgca (przy takim podziale) pole pod wykresem:

Sm = Zf(CZ)AZEm ;

gdzie ¢; — punkt w i—tym podprzedziale. Jesli ciag .5, jest
zbiezny do S (niezaleznie od wyboru punktow ¢;) to .S
nazywamy catkg z f(x) na przedziale [a, b].




Definicja:

b
/ f(z)dx —nlbgrlme ;) ATy,
Jesli powyzsza granica istnieje, to nazywamy ja catka z
funkcji f(x) w granicach od a do b. Dla funkcji ciagtej |
przedziatu skonczonego catka zawsze istnieje (funkcje
ciagte sa catkowalne).




Definicja:
b
| fla)dz = lim 3 f(e) Az,

Jesli powyzsza granica istnieje, to nazywamy ja catka z
funkcji f(z) w granicach od a do b. Dla funkciji ciggtej |
przedziatu skonczonego catka zawsze istnieje (funkcje
ciagte sa catkowalne).

Zwykle w tym konteksScie mowi sie o ,calce oznaczonej’ (na

danym przedziale), w odrdznieniu o ,nieoznaczonej’ (bedzie
poznigj).




Definicja:
b
| fla)dz = lim 3 f(e) Az,

Jesli powyzsza granica istnieje, to nazywamy ja catka z
funkcji f(z) w granicach od a do b. Dla funkciji ciggtej |
przedziatu skonczonego catka zawsze istnieje (funkcje
ciagte sa catkowalne).

Zwykle w tym konteksScie mowi sie o ,calce oznaczonej’ (na
danym przedziale), w odrdznieniu o ,nieoznaczonej’ (bedzie
pozniegj).

Catka to uogodlnienie operacji dodawania. Znak caiki to
stylizowana litera S (od ,summa’).



Obliczmy pole trojkata, czyli

/01 xdx



Wybieramy coraz drobniejsze podziaty odcinka [0, 1] na
podprzedziaty.

Niech P, bedzie podziatem na n rownych czesci. Wtedy
mamy:




Wybieramy coraz drobniejsze podziaty odcinka [0, 1] na
podprzedziaty.

Niech P, bedzie podziatem na n rownych czesci. Wtedy

mamy:
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Wybieramy coraz drobniejsze podziaty odcinka [0, 1] na
podprzedziaty.

Niech P, bedzie podziatem na n rownych czesci. Wtedy
mamy:

10 1
s0=y - L _» '




WzOor ogolny:
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Rozszerzanie obszaru catkowania:

[ @e+ [ fa)ie = [ fa)de




Rozszerzanie obszaru catkowania:

[ @e+ [ fa)ie = [ fa)de

Wycigganie czynnika statego:

/abkf(a:)da: = /-c/abf(a;)dx




Rozszerzanie obszaru catkowania:

[ @e+ [ fa)ie = [ fa)de

Wycigganie czynnika statego:

/abkf(a:)da: = /-c/abf(a;)dx

Catka sumy

/ab f(x)dx + /abg(:v)da: = /ab(f(x) +g(x))dx




Przyjmuje sie nastepujaca umowe:

[ @)de = [ fa)dz

Wowczas wzor na rozszerzanie obszaru catkowania
obowigzuje zaréwno dla a < b < cjak i dla innych sytuaciji,

np.:
/01 f(z)dx = /02 f(z)dx — /12 fz)da




Funkcje zmieniajace znak

Co sie dzieje, jesli obliczamy catke funkcji, ktdra na pewnym
przedziale jest dodatnia, a na innym ujemna?

Wowczas pole obszardéw nad osig x bierzemy ze znakiem
plus, a pole pod osig ze znakiem minus.




lle wynosi catka z funkcji sinus po petnym okresie?

27 .
/ sinxg =7
0




lle wynosi catka z funkcji sinus po petnym okresie?

2T .
/ sinx =7
0
Pola nad osig i pod 0sig sg sobie rowne, zatem
27 .
/ sinx = (0
0




Wiemy juz, ze funkcje ciagte sg catkowalne.




Wiemy juz, ze funkcje ciggte sa catkowalne. Okazuje sie
jednak, ze catkowaC mozna réwniez niektore funkcje
nieciagte:

jesli funkcja f(x) jest ciggta we wszystkich punktach
przedziatu [a, b] z wyjatkiem skonczonej liczby, to jest
catkowalna.




Wiemy juz, ze funkcje ciggte sa catkowalne. Okazuje sie
jednak, ze catkowaC mozna réwniez niektore funkcje
nieciagte:

jesli funkcja f(x) jest ciggta we wszystkich punktach
przedziatu [a, b] z wyjatkiem skonczonej liczby, to jest
catkowalna.

Jakie sg zatem przyktady funkcji niecatkowalnych?

O gdy z€Q
1 w przeciwnym przypadku

o) =




Z powyzszej, geometrycznej definicji catki nie widac, jak
mozna obliczac catki bardziej skomplikowanych funkgcji.
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Z powyzszej, geometrycznej definicji catki nie widac, jak
mozna obliczac catki bardziej skomplikowanych funkgcji.

Okazuje sie jednak, ze obliczanie catek to operacja
odwrotna do obliczania pochodnych:

(x) t
Ft) = / f(x)da

& =f@®)




Funkcja pierwotng funkcji f(x) nazywamy funkcje F'(x),
ktorej pochodna jest rowna f(x), tzn.




Funkcja pierwotng funkcji f(x) nazywamy funkcje F'(x),
ktorej pochodna jest rowna f(x), tzn.

Dwie funkcje, ktére majg rowng pochodng, moga sie réznic
CO najwyzej o statg, np.

(%) =2z , (z* +5) =22 .




Funkcja pierwotng funkcji f(x) nazywamy funkcje F'(x),
ktorej pochodna jest rowna f(x), tzn.

Dwie funkcje, ktére majg rowng pochodng, moga sie réznic
CO najwyzej o statg, np.

(%) =2z , (z* +5) =22 .

Catka nieoznaczong funkcji f(z) nazywamy wyrazenie
F(x)+ C, gdzie F(x) jest funkcjg pierwotng f(x):

[ f(@)d )+ C



Znajgc catke nieoznaczong funkcji f(x):

/f(a:)da: = F(z)+C

mozemy obliczyC catke oznaczona:

[ F(@)de = F(5) - F(a)




Znajgc catke nieoznaczong funkcji f(x):

/f(:z:)dx = F(z)+C

mozemy obliczyC catke oznaczona:

[ F(@)de = F(5) - F(a)

Oznaczenie:
[F(x)], = F(b) — F(a)




Przyktady catek nieoznaczonych:

1 /
/xdaz = 5:1:2 +C, bo (az2> =




Przyktady catek nieoznaczonych:
1 L 5 /_
/xdaz—§x +C, bo (2:1:)—33

/cos rdx =sinxz + C, bo (sinz) = cosz




Przyktady catek nieoznaczonych:
1 L 5 /_
/xdaz—§x +C, bo <2x>—x

/cos rdx =sinxz + C, bo (sinz) = cosz

/1dx:/daz=x+0, bo (z) =1




Przyktady catek nieoznaczonych:
_ 1 2 1 2 / _
/xdx—§x +C, bo <2x>—x
/cos rdx =sinxz + C, bo (sinz) = cosz

/1dx:/dx:az+0, bo (z) =1

1 1 1\’ 1
—dz = d—xz——+0, bo () = ——

2 2 T




Obliczanie catki oznaczonej — wrdécmy do pola trojkata:

1 1 b 1 1
/ rdr = [azz —~
0 2

= .12_1.02:_
;2 2 2




Obliczanie catki oznaczonej — wrocmy do pola trojkata:

/ledx:

Sprobujmy obliczyc pole ograniczone osig x uktadu
wspotrzednych, prostymi x = 1, x = 2 | parabolg (wykresem
funkcji y = 2?):

2 1 .0% 28 13 7
2 — —3 = — — — = —
Axdx_lsxll 33 3

1
:1.12_1.02:1
o 2 2 2

1
2




lle wynosi pole ograniczone wykresem funkcji sinus | 0sig x?

/07T sinz = |—cos x| = —cos(m) — (— cos(0)) =




Catka nieoznaczona ma pewne witasnosci catki oznaczoney:
wycigganie czynnika statego:

/kf(x)dx = k/f(x)dx

catka sumy:

[ f@)de + [ g(a)de = [ (f(x) + g(x))da
Przyktad:

/(x—l—Q)d:zjz/xdx—l—Z/dx:;:132+2:13+C




Wiele catek mozemy obliczyC, odwracajac wzory na
pochodne:

Funkcja f(x) | Catka [ f(x)dx
0 C

1 r+ C

. %_Hxn—l—l L C

: 140

7 2y/z +C
cos(x) sin(z) + C
sin(z) —cos(z) +C




W praktyce dgzymy do tego, aby funkcje podcatkowa
przeksztatciC do postaci, ktorg mozna znalezC w tablicach
catek.




W praktyce dgzymy do tego, aby funkcje podcatkowa
przeksztatciC do postaci, ktorg mozna znalezC w tablicach
catek.

/x(x — 1)(x — 2)dx = /(:133 — 32 4 27)dx =




W praktyce dgzymy do tego, aby funkcje podcatkowa
przeksztatciC do postaci, ktorg mozna znalezC w tablicach
catek.

/x(x — 1)(x — 2)dx = /(:133 — 32 4 27)dx =

:/xgdx—iS/dex—l—Z/xdx:




W praktyce dgzymy do tego, aby funkcje podcatkowa
przeksztatciC do postaci, ktorg mozna znalezC w tablicach
catek.

/x(x — 1)(x — 2)dx = /(:133 — 32 4 27)dx =

= [23%de —3 [ 2*dz +2 [ xdzx =
-/ / /
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W praktyce dgzymy do tego, aby funkcje podcatkowa
przeksztatciC do postaci, ktorg mozna znalezC w tablicach
catek.

/x(x — 1)(x — 2)dx = /(:133 — 32 4 27)dx =

= [23%de —3 [ 2*dz +2 [ xdzx =
-/ / /

ZC
L LA e g
Ty 03 Ty T

1

:1x4—x3+az2+0




Znamy juz podstawowa interpretacje geometryczng catki —
skladanie, sumowanie z ,nieskonczenie matych czesci” pola

powierzchni. Inne zastosowania geometryczne caitki to na
przyktad:

» oObliczanie objetoSci bryt
» obliczanie dlugosci krzywe]




Zalozmy, ze dana jest bryta obrotowa, powstata z obrocenia
wykresu funkcji f(x) na odcinku |a, b] (na przyktad potowa

kuli, powstata z obrécenia wykresu funkcji f(z) = v1 — 22

na odcinku
Wodowczas o

0, 1]).

pjetosc tej bryly jest dana wzorem

V= w/ab[f(x)]zdx




Zatozmy, ze dana jest bryta obrotowa, powstata z obrdcenia
wykresu funkcji f(x) na odcinku |a, b] (na przyktad potowa
kuli, powstata z obrécenia wykresu funkcji f(z) = v1 — 22
na odcinku [0, 1]).

Wowczas objetosc tej bryly jest dana wzorem

b
V=r [ [f(z)d
Na przykiad objetoS¢ potowy kuli o promieniu 1:

1
1 2
=7(l—<)=—=m
; 3/ 73

1 |
V:ﬂ/o(l—azz)da::ﬂ[az—gx?’




Jesli krzywa dana jest rownaniem postaci y = f(z) w
przedziale [a, b], przy czym funkcja f(x) jest gtadka, to
dlugosc tuku wyraza sie wzorem

L= /ab V1t (f(2)) da




Jesli krzywa dana jest rownaniem postaci y = f(z) w
przedziale [a, b], przy czym funkcja f(x) jest gtadka, to
dlugosc tuku wyraza sie wzorem

L= /ab V1t (f(2)) da

Ten wzOr mozna interpretowac jako graniczny przypadek
twierdzenia Pitagorasa.




Dla trojkata prostokat- y
nego mamy s? = x% +y:




Dla trojkata prostokat-
nego mamy s? = x% +y:

Gtadka krzywg moze-
my przyblizyCc przez a-
mang | sumowac diu-
gosci przeciwprostokat-

nych: As = \/Az2 + Ay?




Niech f 1 g bedg funkcjami gtadkimi. Wowczas zachodzi
nastepujacy wzor:

/fg’d:v = fg — /gf’dfv

Jest to wzor na catkowanie przez czesci (wyrazenie
podcatkowe dzielimy na dwie czesci: f i g). WzOr ten czesto
przydaje sie do obliczania catek.




Obliczmy catke
I = / x sin xdx
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Przyjmujemy f =z, ¢ =sinz, mamy I = [ f¢'dx.
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Obliczmy catke
I = / x sin xdx

Przyjmujemy f =z, ¢ =sinz, mamy I = [ f¢'dx.
Obliczamy: f' =1, zaS g = — cos x.
Catkujemy przez czesci | dostajemy:

I = fg—/f’gd:v




Obliczmy catke
I = /xsin xdx
Przyjmujemy f =z, ¢ =sinz, mamy I = [ f¢'dx.

Obliczamy: f' =1, zaS g = — cos x.
Catkujemy przez czesci | dostajemy:

I = fg—/f’gd:v

I = —xcosx—/(—cosx)dx = —zcosx +sinz + C




Inng bardzo przydatna metoda catkowania jest catkowanie
przez podstawienie (catkowanie przez zamiane zmiennych).
WzOor ten wynika ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej:

[ Fg(@)g (w)da = [ f(u)du

gdzie
u=g(z)




Obliczmy catke
I = /2(:132 + 25)*zdx




Obliczmy catke
I = /2(:1:2 + 25)*zdx

Pierwszy sposoOb: wymnazamy nawias i liczymy oddzielne
caiki.




Obliczmy catke
I = /2(:1:2 + 25)*zdx

Pierwszy sposoOb: wymnazamy nawias i liczymy oddzielne
caiki.
Drugi sposdb: podstawienie u = g(z) = 2? + 25.




Obliczmy catke
I = /2(:1:2 + 25)*zdx

Pierwszy sposoOb: wymnazamy nawias i liczymy oddzielne
caiki.

Drugi sposdb: podstawienie u = g(z) = 2? + 25.

Mamy f(u) = u*, ¢’ = 2x




Obliczmy catke
I = /2(:1:2 + 25)*zdx

Pierwszy sposoOb: wymnazamy nawias i liczymy oddzielne
caiki.

Drugi sposdb: podstawienie u = g(z) = 2? + 25.

Mamy f(u) = u*, ¢’ = 2x

I = /u4du = ;u5 = é(xz + 25)°




Obliczmy catke
I = /sin:z:cos rdx

Zastosujemy podstawienie u = sinx




Dotychczas rozwazalismy catki funkcji ograniczonych. Co
stanie sie, jesli funkcja bedzie dgzy¢ do oo na brzegu
przedziatu catkowania? Jak wowczas definiujemy catke?




Dotychczas rozwazalismy catki funkcji ograniczonych. Co
stanie sie, jesli funkcja bedzie dgzy¢ do oo na brzegu
przedziatu catkowania? Jak wowczas definiujemy catke?

Zatozmy, ze w funkcja f ma w punkcie x = a granice
(prawostronng *) rownag oco. Wowczas:

b b
/a f(x)dz = lim f(x)dx

e—0 Ja+te

to znaczy obliczamy catke po coraz wiekszym przedziale |
badamy zbieznosc¢ takiego ciggu.




Czy catka z funkcji dgzacej do ~o istnieje? Okazuje sie, ze
zalezy to od wybranej funkcji. Na przykiad:




Czy catka z funkcji dgzacej do ~o istnieje? Okazuje sie, ze
zalezy to od wybranej funkcji. Na przykiad:

[} Jzde = l2val =2

(funkcja % dazy do oo, ale ,powoli”).




Czy catka z funkcji dgzacej do ~o istnieje? Okazuje sie, ze
zalezy to od wybranej funkcji. Na przykiad:

[} Jzde = l2val =2

(funkcja % dazy do oo, ale ,powoli”).
Natomiast dla f(z) = & mamy:

11 [ 1]1 1
=|——| =—-14+-—0

65132 T, E




Czy catka z funkcji dgzacej do ~o istnieje? Okazuje sie, ze
zalezy to od wybranej funkcji. Na przykiad:

[} Jzde = l2val =2

(funkcja % dazy do oo, ale ,powoli”).
Natomiast dla f(z) = & mamy:

1]

1]1 1
— | =—14+-—=

T 3

e a2
Mowimy wowczas, ze catka jest rozbiezna.
(Funkcja -5 zbyt szybko dazy do ~c.)




Rozwazalismy przypadek, gdy funkcja dazy do
nieskonczonosci. A co sie dzieje, gdy funkcja jest
ograniczona, a nieskonczony jest przedziat catkowania?




Rozwazalismy przypadek, gdy funkcja dazy do
nieskonczonosci. A co sie dzieje, gdy funkcja jest
ograniczona, a nieskonczony jest przedziat catkowania?

M —o0

o0 M
/a f(x)dz = lim /a f(x)dx
(podobnie dla — o)




Rozwazalismy przypadek, gdy funkcja dazy do
nieskonczonosci. A co sie dzieje, gdy funkcja jest
ograniczona, a nieskonczony jest przedziat catkowania?

/aoo f(x)dz = lim /aM f(x)dx

M —o0

(podobnie dla — o)

Zauwazmy, ze jesli pole pod wykresem funkcji ma byc
skonczone na nieskonczonym przedziale, to koniecznie
funkcja musi dgzyc do zera.




/ —da:— lim [2v/7z]Y = lim (2VM —2) =

M — o0 M —o0

Funkcja — NG dqzy do zera, ale zbyt wolno.




o ]
Joyate = dim 2Vl = Jim (VM -2) = oc

Funkcja % dazy do zera, ale zbyt wolno.
Natomiast dla f(z) = - mamy:




Am_ﬂmzzmnp¢ﬂ¥=ima@%w_2%:m

1
\/5 M —o0

M —o0

Funkcja % dazy do zera, ale zbyt wolno.

Natomiast dla f(z) = 4

/001_ 1]
1 22 | oz

11

mamy:

T o) I

Zauwazmy, ze dla tych c

woch funkcji sytuacje w zerze i w

nieskonczonosci sg odwrotne.




Uzywajac catek mozemy rozwigzywac rownania
rozniczkowe.

Zadanie: upuszczamy z wysokosci 1 metra kulke. Jak
wyraza sie zaleznosc jej potozenia od czasu?




Uzywajac catek mozemy rozwigzywac rownania
rozniczkowe.

Zadanie: upuszczamy z wysokosci 1 metra kulke. Jak
wyraza sie zaleznosc jej potozenia od czasu?

y =—4g




Uzywajac catek mozemy rozwigzywac rownania
rozniczkowe.

Zadanie: upuszczamy z wysokosci 1 metra kulke. Jak
wyraza sie zaleznosc jej potozenia od czasu?

y =—9
y = —gt+C




Uzywajac catek mozemy rozwigzywac rownania
rozniczkowe.

Zadanie: upuszczamy z wysokosci 1 metra kulke. Jak
wyraza sie zaleznosc jej potozenia od czasu?

y =—9
y = —gt+C

1
y:—§gt2+0t+D




Uzywajac catek mozemy rozwigzywac rownania
rozniczkowe.

Zadanie: upuszczamy z wysokosci 1 metra kulke. Jak
wyraza sie zaleznosc jej potozenia od czasu?

y =—9
y = —gt+C

1
y = —§gt2+C’t+D
State C'I D wyznaczamy z warunkow poczagtkowych
(potozenie = 1, predkosc = 0).
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