Elementy matematyki, wyktad 5
Pochodna funkcji

Daniel Wojcik
Szymon Leski

d. woj ci k@encki . gov. pl
s. | eski @encki . gov. pl

http://ww. neuroi nf.pl/Mnbers/szl eski/ swps/
http://ww. neuroi nf. pl/Menber s/ danek/ honmepage/ swps/ mat emat yka_wykl ad_htm /|

Instytut Biologii DoSwiadczalnej im. M. Nenckiego

Szkota Wyzsza Psychologii Spotecznej



http://www.neuroinf.pl/Members/szleski/swps/
http://www.neuroinf.pl/Members/danek/homepage/swps/matematyka_wyklad_html/

Przypomnienie:
Definicja 4.1 Powiemy, ze granicg funkcji f(x) w punkcie p
jest ¢, co zapisujemy

lim f(x) = ¢ lub f(x) — qgdlaz — p,

T—P

jezeli dla dowolnego ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, ze

[f(z) —q <e

Kiedy = spetnia
0<|z—p|l<d.




Przypomnienie:
Twierdzenie 4.2

lim f(2) = ¢

Tr—p
wtedy I tylko wtedy, gdy

lim f(pn) = q

n—aoo

dla kazdego ciagu {p, } takiego, ze

lim p, = p.

n—aoo




Przypomnienie:

Definicja 4.3 Powiemy, ze f jest ciggta w punkcie p, jezeli
Istnieje granica lim,_,, f(x) i jest ona rowna f(p). Jezeli f
jest ciggta w kazdym punkcie zbioru X to mowimy, ze f jest
ciagta na X.




Nastepujace funkcje sa ciggte:
» funkcja stata f(z) = ¢

» funkcje wielomianowe, np.: f(x) = 3z + 7,
f(x) = ba® + 22 +2
» funkcje wymierne, to znaczy ilorazy wielomianow, np.:

fa) =L f(a) = 24

» funkcje trygonometryczne (sin, cos itd.)

» funkcja logarytmiczna | wyktadnicza




lloraz

fl@+h) - f(z)

h

nazywamy ilorazem réznicowym funkcji f w punkcie x, dla
przyrostu h. (h moze byC ujemne)
Definicja 5.1 Zatdzmy, ze iloraz réznicowy ma granice przy
h — 0. Wowczas granice te nazywamy pochodng funkcji f
W punkcie x( i oznaczamy f'(xg):

flz+h)— f(=)
h

/ R K
Fo) = imy




Dla przyktadu obliczmy pochodna funkcji f(z) = 2° w
punkcie zy = 2.

lloraz réznicowy:

9 2_22
PERZE

Zatem

f'(wo) = lim (4 + h) =4




Przypomnienie: dla funkcji liniowej ax + b wspotczynnik a
nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym. Jest on roéwny
tangensowi kata jaki tworzy ta prosta z osig =.

lloraz réznicowy jest wspotczynnikiem kierunkowym
sieczne).

W granicy h — 0: pochodna funkcji w punkcie jest
wspotczynnikiem kierunkowym stycznej.

[Rysunek, rownanie stycznej do paraboli]




Obliczy¢ pochodng funkcji f(z) = 2° w punkcie z. lloraz
roznicowy:

(g + )3 — o}
h

= 325 + 3wgh + h*

Zatem

f(xo) = }lblir(l)(Sxo + 3z0h + h*) = 3z




Obliczy¢ pochodna funkcji f(z) = 1 w punkcie z. lloraz
roznicowy:
1 1 1

ro+h o _
h ﬂfo(fo + h)
Zatem
(o) = lim —— :
o) = llm = ——
VT RS0 wo (o + h) 3




Niech ¢ bedzie czasem, a funkcja y = f(t) niech oznacza
potozenie pewnego punktu (np. samochodu) wzdtuz osi (np.

odlegtosc wzdtuz drogi). [Rysunek]
Wowczas iloraz roznicowy

y(t + At) —y(t)
At

to predkosc Srednia. (Jak jg mierzyc?)

Pochodna f w punkcie t, to wowczas predkosc chwilowa
(pokazywana przez szybkosciomierz) w chwili ¢.



Rozniczkowalnosc: mowimy, ze funkcja f(x) jest
rozniczkowalna w punkce z, jezeli w tym punkcie istnieje jej
pochodna.

Jesli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie x, to jest tez w
tym punkcie ciggta:

lim f(zo +h) = f(20)

Istnieja jednak funkcje ciggte, ktore nie sg rézniczkowalne.




Niech f(z) = |x| [wykres]. Ta funkcja jest ciagta, ale w
punkcie o = 0 nie jest rézniczkowalna.

lloraz réznicowy:
0+h[—-0 |n|
h - h

Nie istnieje granica ilorazu roznicowego w h = 0 (chociaz
IStnieje granica lewostronna | granica prawostronna).

+1




Do te] pory zajmowalismy sie pochodng funkcji w jednym
punkcie.

Teraz zatozmy, ze mamy funkcje f(x), ktora jest
rozniczkowalna w kazdym punkcie. Mozemy wowczas
kazdej wartosci = przyporzadkowac wartoS¢ pochodnej f w
tym punkcie:

v f(x)
Dostajemy w ten sposob nowa funkcje, ktérg nazywamy

pochodna funkcji f.
Na przyktad:

) =22,  fl(z)=2z.



Jak obliczac pochodng? Mozna korzystac z definicji, ale w

praktyce korzystamy ze znanych pochodnych
podstawowych funkcji oraz regut ich taczenia.

Pochodne podstawowych funkcji:

Funkcja f(x) = ... | Pochodna f'(xz) = ...
C 0

x',n =1 nz"1

l L

Ve N

sin(x) cos(x)

cos(x) — sin(x)




Pochodna sumy (roznicy) funkcii:
f(2) £g(@)] = f(z) £ 4'(x)
Pochodna iloczynu funkcji:
f(x)g(x)] = f(z)g(z) + f(x)g' ()
c- f@)] =c- fi(=)

Pochodna ilorazu funkcji:

[@] _ @gle) — f@)g (@)
9() 9(2)




y:x2+3, y =22 +0 =2z
y=>5z", ¢ =5(a") =202
1 , (Dz—1x) 1
y_CIZ7 y_ 332 o 332
2 ;2@ +1) -2z 2
A A o N (PR
. ) sinz )’ 1
— T — p— p—
e v COS T cos?




Niech F'(xz) = f(g(x)), na przyktad:
g(x) =5z,  flx)=cos(z),

F(x) = cos(bx)
Woweczas F'(z) = f'(g(x)) - ¢'(x).

(cos(bx)) = —sin(5z) - (bx) = —5sin(bx)




Obliczymy pochodnag funkcji F'(z) = 51=.

Pierwszy sposob (pochodna ilorazu):

o (Y@Qe+5) —1-(204+5) =2
Flz) = (27 + 5)2 - (22 +5)2

Drugi sposob (pochodna funkcji ztozonej)

Fz) = flg(x)), gle) =22+5, [f(r)= %
/ o —1 (9 ) —9
F(x) MR (22 4+ 5) = CERRE
F(g(x))




Wiemy, ze z funkcji f(x) mozemy uzyskac pochodna
(funkcje) f'(x). Czy mozemy ten proces kontynuowac?
Tak, mozemy obliczyC pochodng pochodney:

(f'(x)) = f"(x)

czyli druga pochodna (podobnie: trzecig, czwartag, ...).
Pierwsza pochodna ma interpretacje predkosci, a druga —
przyspieszenia.




Kulka poruszajgca sie na sprezynce.

Potozenie:
y(t) = Asin(t)
PredkoSc:
' (t) = Acos(t)
Przyspieszenie:
" (t) = —Asin(t)




Pochodna zapisuje sie na rozne sposoby:
flxy, f, f®

df df
dz ’ dz

Pochodne wyzszych rzedow:

=X

f”(I) ) f(t) y 1.2




Niektore funkcje da sie rozniczkowac ,w nieskonczonosc”, to
znaczy istniejg pochodne dowolnie wysokich rzedow. O
takich funkcjach mowimy, ze sa gtadkie.

Przyktad funkcji gtadkiej: sin(x).

Przyktad funkcji rézniczkowalnej, ale nie gtadkiej:

f(x){_2x2 rey ; f/(x){_le v = |z|

x x = 0 x x>0




Przykitad patologiczny: istniejg funkcje ciagte, ktorych nie da
sie zrézniczkowaC w zadnym punkcie!
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