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Ciggiem nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbidr liczb
naturalnych:

No>n—x2, .

x,, hazywamy n-tym wyrazem ciggu. Jesli z,, sa liczbami,
mowimy o ciggu liczbowym.
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x,, hazywamy n-tym wyrazem ciggu. Jesli z,, sa liczbami,
mowimy o ciggu liczbowym.

Przyktady: z,, = 1,

x1 =1, v, = 2% x,_1.

Przyktadowe wykresy.




Waznym pojeciem jest granica ciggu. Niektore ciagi maja te
wtasnosc, ze ich wyrazy zblizajg sie do pewnej liczby przy
n — oo, mMOwimy ze sa to ciggi zbiezne.
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wtasnosc, ze ich wyrazy zblizajg sie do pewnej liczby przy
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takie ze

n>N=|r, -zl <e¢.

Przykiad:

Lp = —, Ty — 0
n
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» Cigg staly jest zbiezny

s Jeslip > 0tolim, o - =0

s JeSlip > 010 lim, .o ¢/p =1

s lim, .o /n=1

» Jeslip > 0to lim,_. ﬁ — 0
s Jesli |z| < 1to lim, .o 2" =0
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» Twierdzenie o trzech ciggach:
Jesli a,, < b, < ¢, oraz ciagi a,, ¢, sa zbiezne do
wspolnej granicy g, to b,, rowniez zbiega do g.
Przykiad:

bp = V27 + 37 + 4n




Zatozmy, ze mamy dany ciag z,,. Wybierzmy teraz niektore
wyrazy tego ciagu, np.

L3, L8, L9, L25, L33 - -

w taki sposob, ze numery wyrazow sa uporzadkowane
rosngco. Otrzymujemy w ten sposob inny ciag, ktory jest
podciggiem ciagu z,,.
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Zatozmy, ze mamy dany ciag z,,. Wybierzmy teraz niektore
wyrazy tego ciagu, np.

L3, L8, L9, L25, L33 - -

w taki sposob, ze numery wyrazow sa uporzadkowane
rosngco. Otrzymujemy w ten sposob inny ciag, ktory jest
podciggiem ciagu z,,.

Jesli cigg jest zbiezny, to dowolny jego podciag tez jest
zbiezny (do tej samej granicy).

A na odwrot?




Rozwazmy nastepujacy ciag:
0,1,0,1,0,1,...

Ten cigg nie jest zbiezny, ale ma podciggi zbiezne do 0 i do
1.
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Rozwazmy nastepujacy ciag:
0,1,0,1.0,1,...

Ten cigg nie jest zbiezny, ale ma podciggi zbiezne do 0 i do
1.

Mowimy, ze 0 1 1 sg punktami skupienia tego ciggu.

Z grubsza: najwiekszy punkt skupienia to granica gorna, a
najmniejszy to granica dolna ciagul.




Przykitad. Sprobujmy obliczyC¢ sume wyrazow ciggu

I
2 4 8
Mozemy to zapisat jako ciag: z; = 1, 7o = 1 + 3,
r3 =141+ 1,..., ktéry nazywamy szeregiem
Ln — Zn: ag .
k=1

Szereg jest zbiezny, jesli ciag z,, jest zbiezny.
Suma szeregu Y a,, to granica ciggu x,,.




Szereqg z powyzszego przykiadu to szereg geometryczny.

Jest on zbiezny:
00 1 n
- =2.
> 3)

W o0golnosci suma szeregu geometrycznego o wyrazach

dla |¢| < 1 wynosi




s zbiezny dlap > 1

s rozbiezny dlap <1




Jesli mamy podany wzor na szereg liczbowy, moze nie bycC
oczywiste, czy szereg ten jest zbiezny.
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Jesli mamy podany wzor na szereg liczbowy, moze nie bycC
oczywiste, czy szereg ten jest zbiezny.

» Warunek konieczny: lim a,, = 0.
Nie jest to warunek wystarczajacy!

Na przyktad: czy > a, = ¥+ jest zbiezny?

» Kryterium porownawcze: jesli > ¢, jest zbiezny oraz
an| < cp, 10 Y a, tez jest zbiezny.

s Kryterium d’Alemberta: dla a, > 0 jesli lim (%2:) < 1 to
> a, zZbiezny.




Rozpatrzmy szereg >-°° , -;. Jest on zbiezny (jak to
udowodnic?).

Sume tego szeregu oznaczamy e. Jest to, podobnie jak ,

wazna liczba.
Przyblizong wartosc e ~ 2, 7183 ... mozna szybko obliczyC z
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udowodnic?).

Sume tego szeregu oznaczamy e. Jest to, podobnie jak ,
wazna liczba.

Przyblizong wartosc e ~ 2, 7183 ... mozna szybko obliczyC z
DOWYZSzZego szeregu — wystarczy zsumowac niewielkag
iIczbe wyrazow.

Jesli sume n wyrazOw oznaczymy s,, to btad mozna

oszacowat: 0 < e — s, < -

nln "

Tego oszacowania mozna uzyc do dowodu niewymiernosci
€.




Co sie dzieje, kiedy wyrazy szeregu sa na roznych znakow,
na przyktad na przemian dodatnie | ujemne?
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Mowimy, ze szereg > a,, jest zbiezny bezwzglednie, jesli
> la,| jest zbiezny.

Jesli ¥ a,, jest zbiezny, a }" |a,, | nie — wtedy moéwimy o
zbieznosci warunkowe.

Szereg > # jest zbiezny warunkowo.
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bezwzglednie, wtedy mozna przestawiac wyrazy.
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Przykiad:
> (=1)"
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