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Liczb zespolone mozemy interpretowac jako punkty na
ptaszczyznie. Mozemy tez myslec o nich jako o wektorach
zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych. Wtedy
dodawanie liczb zespolonych jest rownowazne dodawaniu
wektorow (reguta rownolegtoboku).

Jaka jest interpretacja mnozenia liczb zespolonych?




Jak mierzymy kat miedzy dwoma prostymi?
Miara tukowa — miarag kata jest dlugosc tuku okregu o
promieniu jednostkowym. Jednostka jest radian.

m = 180°




Zamiast wspotrzednych kartezjanskich (x,y) mozemy tez
uzywac wspotrzednych biegunowych (r, ¢). r to odlegtoSc =
od 0, a ¢ to kat jaki wektor (Rez, Imz) tworzy z osig OX
liczony przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Zwigzek
miedzy a,b a r, p Jest dany nastepujgcymi wzorami:

1. a=rcosyp, b=rsinp

a a

2. r=+vVa?2+b?% cosp =— = ,
v T Va2 + b?

b b
,

Va2 £ b2

SIn =




» Modutem liczby z = a + bz nazywamy nieujemnag liczbe
rzeczywista |z| := va? + b2. Jezeli z # 0, to argumentem
liczby z nazywamy liczbe ¢ € R spetniajgca

a a b b

= . sinp=- =
r \/CL2_|_62 QO r \/CL2_|_62

| 0znaczamy jg arg(z).

COS =




» Modutem liczby z = a + bz nazywamy nieujemnag liczbe

rzeczywista |z| := va? + b2. Jezeli z # 0, to argumentem
liczby z nazywamy liczbe ¢ € R spetniajgca

a a g b b

| 0znaczamy jg arg(z).

COS =

Argument liczby zespolonej dany jest z doktadnosScig do
wielokrotnosci kata petnego, czyli 27. WartoS¢ argumentu z

przedziatu 0 < ¢ < 27 hazywamy argumentem gtdwnym z |
oznaczamy Arg(z).




Mamy zatem dwa rozktady liczby zespolonej:
z=a+1ib=r(cosp + isiny).

Wiasnosci modutu i argumentu:

1. 2z = |z]°

2. |z122| = [21]] 2]
3. 3| = ||
4, L |7t

z |2

5. arg(z122) = arg(z1) + arg(22)
6. arg(z) = —argz



» Nieréwnosc trojkata
Dla dowolnych z;, z5 € C zachodzi
1. |21 + 2| < |21| + |22]
2. |J21] = |z2|] < J21 — 22




» Nieréwnosc trojkata
Dla dowolnych 21, z9 € C zachodzi
1. |21 + 29| < |21 + |22]
2. ||z1] = J22]| < |21 — 22

» Pierwiastkiem stopnia n z z € C nazywamy taka liczbe z,
ze 2" = w.




» Nieréwnosc trojkata
Dla dowolnych 21, z9 € C zachodzi
1. |21 + 29| < |21 + |22]

2. ||z1] = [22]] <21 — 22
» Pierwiastkiem stopnia n z z € C nazywamy taka liczbe z,
ze 2" = w.

» Wzdr de Moivre’a
Jezeli z = r(cosp 4+ isinp) to
2" = r"(cos(ny) + isin(ny)).




Ustalmy liczbe naturalng n. Szukamy liczb zespolonych z
takich, ze
=1,




Ustalmy liczbe naturalng n. Szukamy liczb zespolonych =
takich, ze
2t=1.

Istnieje doktadnie n réznych liczb zespolonych z o tej
wtasnosci. Sg one potozone na okregu jednostkowym, gdyz

2= 2" = 1.
Ich argumenty ¢4, v9, . .., Muszg spetniac
ner =0

(z doktadnoscig do wielokrotnosci 27).
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» Twierdzenie
Dla kazdej niezerowej liczby zespolonej z istnieje
doktadnie n pierwiastkOw n-go stopnia i sg one dane
wzorem
+ 2k . @+ 2k

wk::”]2]<cos¢ + 7 sin ), E=0,1,....
n n

W jest zwykitym pierwiastkiem rzeczywistym z modutu
z, & = arg(z).




» Twierdzenie
Dla kazdej niezerowej liczby zespolonej z istnieje
doktadnie n pierwiastkOw n-go stopnia i sg one dane

wzorem
2k 2k
wk::”]z]<cosgp+ 7T+z'singp_F W), Ek=0,1,...,
n n
/| z| jest zwyklym pierwiastkiem rzeczywistym z modutu
z, & = arg(z).
s /i

s V1




Zatozmy, ze mamy dwa zbiory: A i1 B. Przypiszmy teraz
kazdemu elementowi zbioru A pewien element zbioru B:

A>a—b€EB.

Takie przyporzadkowanie nazywamy odwzorowaniem lub
funkcja | piszemy

f:A— B, fla) =10

Nazwy ,funkcja” uzywa sie zwykle, gdy A i B to zbiory liczb.
Funkcja to jedno z najbardziej podstawowych pojec w
matematyce. |x|




Zatozmy, ze mamy dwa zbiory: A i1 B. Przypiszmy teraz
kazdemu elementowi zbioru A pewien element zbioru B:

A>a—b€EB.

Takie przyporzadkowanie nazywamy odwzorowaniem lub
funkcja | piszemy

f:A— B, fla) =10

Nazwy ,funkcja” uzywa sie zwykle, gdy A i1 B to zbiory liczb.
Funkcja to jedno z najbardziej podstawowych pojec w

matematyce. |x|
Dziedzina funkcji: zbior A.




Wykres funkcji to zbior punktdw na ptaszczyznie

{(z,y) eR* |y = f(z),z € A}




MonotonicznosSc 1) funkcja (SciSle) rosnaca:
r1 < To = f([El) < f(ZCQ)
2) funkcja (scisle) malejaca:

r1 < To = f([El) > f(ZCQ)




MonotonicznosSc 1) funkcja (SciSle) rosnaca:
r1 < x9 = f(r1) < f(22)
2) funkcja (scisle) malejaca:
r1 < x9 = f(x1) > f(x9)
Funkcja jest okresowa z okresem T, jeSli

fle) = flz+T)




MonotonicznosSc 1) funkcja (SciSle) rosnaca:

r1 < x9 = f(r1) < f(22)
2) funkcja (scisle) malejaca:

r1 < x9 = f(x1) > f(x9)
Funkcja jest okresowa z okresem T, jeSli

flz) = f(z+T)
Funkcja parzysta, nieparzysta
fla)=f(==x),  flz)=—f(-2)
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» Wykres funkcji g(z) = f(x — a) jest przesuniety w
stosunku do wykresu funkcji f(x) 0 a w prawo.




» Wykres funkcji g(z) = f(x — a) jest przesuniety w
stosunku do wykresu funkcji f(x) 0 a w prawo.

» Wykres funkcji g(z) = f(x) + a jest przesuniety w
stosunku do wykresu funkcji f(x) 0 a w gore.




» Wykres funkcji g(z) = f(x — a) jest przesuniety w
stosunku do wykresu funkcji f(x) 0 a w prawo.

» Wykres funkcji g(z) = f(x) + a jest przesuniety w
stosunku do wykresu funkcji f(x) 0 a w gore.

» Wykres funkcji g(z) = f(a - x) jest zageszczony a razy w
stosunku do wykresu f(x)




» Wykres funkcji g(z) = f(x — a) jest przesuniety w
stosunku do wykresu funkcji f(x) 0 a w prawo.

» Wykres funkcji g(z) = f(x) + a jest przesuniety w
stosunku do wykresu funkcji f(x) 0 a w gore.

» Wykres funkcji g(z) = f(a - x) jest zageszczony a razy w
stosunku do wykresu f(x)

» Wykres funkcji g(x) = a - f(x) jest przeskalowany a razy
w stosunku do wykresu f(z)




Niech
f:A—B.

Obrazem funkcji f nazywamy zbior tych elementow B, ktore
sg wartoSciami f(x) dla pewnego = € A. Zapisujemy to

f(A).




Niech
f:A—B.

Obrazem funkcji f nazywamy zbior tych elementow B, ktore
sg wartosciami f(x) dla pewnego = € A. Zapisujemy to

f(A).

Przeciwobraz: niech C' bedzie podzbiorem B. Przeciwobraz
C, oznaczany

f(0),
to zbior tych x € A, dla ktorych f(x) € C.




Niech
f:A—B.

Obrazem funkcji f nazywamy zbior tych elementow B, ktore
sg wartosciami f(x) dla pewnego = € A. Zapisujemy to
f(A).

Przeciwobraz: niech C' bedzie podzbiorem B. Przeciwobraz
C, oznaczany

f(0),
to zbior tych x € A, dla ktorych f(x) € C.
Przyktad: sin=t({0}).




Niech
f:A—B.

Obrazem funkcji f nazywamy zbior tych elementow B, ktore
sg wartosciami f(x) dla pewnego = € A. Zapisujemy to
f(A).

Przeciwobraz: niech C' bedzie podzbiorem B. Przeciwobraz
C, oznaczany

f(0),
to zbior tych x € A, dla ktorych f(x) € C.
Przyktad: sin=t({0}).
Przyktad 2: f(z) = 22 + 1, f~1([2,3]) =2, f~1([-1,0]) =7




» Surjekcja: funkcja f : A — B jest surjekcja, jesli
f(A) = B, to znaczy caty zbior B jest obrazem. Mowimy
tez, ze f jest na B.
Czy f(x) = sin(x) jest surjekcjg?




» Surjekcja: funkcja f : A — B jest surjekcja, jesli
f(A) = B, to znaczy caty zbior B jest obrazem. Mowimy
tez, ze f jest na B.

Czy f(x) = sin(x) jest surjekcjg?
» Iniekcja: funkcja réznowartoSciowa, to znaczy

r#y= f(x)# f(y)

Funkcja monotoniczna jest roznowartoSciowa.




» Surjekcja: funkcja f : A — B jest surjekcja, jesli
f(A) = B, to znaczy caty zbior B jest obrazem. Mowimy
tez, ze f jest na B.

Czy f(x) = sin(x) jest surjekcjg?
» Iniekcja: funkcja réznowartoSciowa, to znaczy

r#y= f(x)# f(y)

Funkcja monotoniczna jest roznowartoSciowa.

» Bijekcja: to funkcja roznowartoSciowa i ,na”, czyli
surjekcja i iniekcja jednoczesnie.




Przyktad. Niech y = f(z) = 3 x = + 7. Czy mozemy obliczy¢
xr Znhajac y?

Tak, z = ¥ — . Jest to funkcja odwrotna do f.




Przyktad. Niech y = f(z) = 3 x = + 7. Czy mozemy obliczy¢
xr Znhajac y?

Tak, z = ¥ — . Jest to funkcja odwrotna do f.

Okazuje sie, ze funkcja odwrotna do f istnieje wtedy i tylko
wtedy gdy f jest bijekcia.




Przyktad. Niech y = f(z) = 3 x = + 7. Czy mozemy obliczy¢
xr Znhajac y?

Tak, z = ¥ — . Jest to funkcja odwrotna do f.

Okazuje sie, ze funkcja odwrotna do f istnieje wtedy i tylko
wtedy gdy f jest bijekcia.

Przykiad. Niech f bedzie okreSlona na liczba dodatnich
(z > 0) wzorem f(z) = 2* + 1. Na jakim zbiorze mozna
okreslic funkcje odwrotng?




Przyktad. Niech y = f(z) = 3 x = + 7. Czy mozemy obliczy¢
xr Znhajac y?

Tak, z = ¥ — . Jest to funkcja odwrotna do f.

Okazuje sie, ze funkcja odwrotna do f istnieje wtedy i tylko
wtedy gdy f jest bijekcia.

Przykiad. Niech f bedzie okreSlona na liczba dodatnich
(z > 0) wzorem f(z) = 2* + 1. Na jakim zbiorze mozna
okreslic funkcje odwrotng?

Wykres funkcji odwrotnej.

B
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Jesli funkcja f nie jest roznowartosciowa, to nie istnieje
funkcja odwrotna. Mozna jednak okreSlic relacje odwrotna.
Przyktad: f(z) = sin(x).




Czy miedzy kazdymi dwoma zbiorami istnieje bijekcja?




Czy miedzy kazdymi dwoma zbiorami istnieje bijekcja?

Nie, wezmy na przyktad A = {1,2,3}, B = {p, q}.




Czy miedzy kazdymi dwoma zbiorami istnieje bijekcja?
Nie, wezmy na przyktad A = {1,2,3}, B = {p, q}.

Widzimy, ze aby istniata bijekcja miedzy zbiorami
skonczonymi, musza one miec tyle samo elementow.




Czy miedzy kazdymi dwoma zbiorami istnieje bijekcja?
Nie, wezmy na przyktad A = {1,2,3}, B = {p, q}.

Widzimy, ze aby istniata bijekcja miedzy zbiorami
skonczonymi, musza one miec tyle samo elementow.

Jak jest w przypadku zbioréw nieskonczonych? Na odwrot:
tutaj mowimy, ze majgq one tyle samo elementow (sa
rownoliczne), jesli istnieje bijekcja.




Mozna zatem zapytacC na przyktad: czy liczb parzystych jest
tyle samo co naturalnych?




Mozna zatem zapytacC na przyktad: czy liczb parzystych jest
tyle samo co naturalnych?

Czy liczb catkowitych jest tyle samo co naturalnych?




Mozna zatem zapytacC na przyktad: czy liczb parzystych jest
tyle samo co naturalnych?

Czy liczb catkowitych jest tyle samo co naturalnych?

Czy liczb wymiernych jest tyle samo co catkowitych?




Mozna zatem zapytacC na przyktad: czy liczb parzystych jest
tyle samo co naturalnych?

Czy liczb catkowitych jest tyle samo co naturalnych?
Czy liczb wymiernych jest tyle samo co catkowitych?

Czy liczb rzeczywistych jest tyle samo co wymiernych?




Ciggiem nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbidr liczb
naturalnych:

No>n—x2, .

x,, hazywamy n-tym wyrazem ciggu. Jesli z,, sa liczbami,
mowimy o ciggu liczbowym.




Ciggiem nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbidr liczb
naturalnych:
N>n+—x,.

x,, hazywamy n-tym wyrazem ciggu. Jesli z,, sa liczbami,
mowimy o ciggu liczbowym.

Przyktady: z,, = 1,
x1=1, v, = 2% x,_1.




Waznym pojeciem jest granica ciggu. Niektore ciagi maja te
wtasnosc, ze ich wyrazy zblizajg sie do pewnej liczby przy
n — oo, mMOwimy ze sg to ciggi zbiezne.




Waznym pojeciem jest granica ciggu. Niektore ciagi maja te
wtasnosc, ze ich wyrazy zblizajg sie do pewnej liczby przy
n — oo, mMOwimy ze sg to ciggi zbiezne.

Scista definicja: = jest granica ciagu z,,, = = lim,, ... Zn,
wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje N € N
takie ze

n>N=|x, —xl<e.

Przyktady: z,, = %, x,, — 0.

:n’




Waznym pojeciem jest granica ciggu. Niektore ciagi maja te
wtasnosc, ze ich wyrazy zblizajg sie do pewnej liczby przy
n — oo, mMOwimy ze sg to ciggi zbiezne.

Scista definicja: = jest granica ciagu z,,, = = lim,, ... Zn,
wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje N € N
takie ze

n>N=|x, —xl<e.

Przyktady: z,, = %, x,, — 0.

:n’




Przykitad. Sprobujmy obliczyC¢ sume wyrazow ciggu

I
2 4 8
Mozemy to zapisat jako ciag: z; = 1, o = 1 + 3,
r3 =141+ 1,..., ktéry nazywamy szeregiem
Ln — Zn: ag .
k=1

Szereqg jest zbiezny, jesli ciag z,, jest zbiezny.




Szereqg z powyzszego przykiadu (geometryczny) jest

zbiezny:
00 1 n
> () -2

n=0




Jesli mamy podany wzor na szereg liczbowy, moze nie bycC
oczywiste, czy szereg ten jest zbiezny.

Na przyktad: czy 3" 1 jest zbiezny?




Jesli mamy podany wzor na szereg liczbowy, moze nie bycC
oczywiste, czy szereg ten jest zbiezny.

Na przyktad: czy 3" 1 jest zbiezny?

s Kryterium d’Alamberta: lim (“z+!)

n

s Kryterium Raabego: limn (% — 1)

An-+1




Jesli mamy podany wzor na szereg liczbowy, moze nie bycC
oczywiste, czy szereg ten jest zbiezny.

Na przyktad: czy 3" 1 jest zbiezny?

s Kryterium d’Alamberta: lim (“z+!)

n

s Kryterium Raabego: limn (% — 1)

an+1

Szereg 3" + jest rozbiezny.




Co sie dzieje, kiedy wyrazy szeregu sga na przemian
dodatnie | ujemne?

Z (_1)n

n




Czy liczba niewymierna podnisiona do niewymiernej potegi
moze dac liczbe wymierng?
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