Uktady dynamiczne
Chaos deterministyczny

* Proste iteracje odwzorowan:

- Funkcja liniowa
- Funkcja logistyczna

e chaos deterministyczny
* automaty komorkowe



Ewolucja uktadu dynamicznego

 Rozwoj w czasie uktadu dynamicznego
opisuje rownanie ewolucji w postaci wzoru
iteracyjnego

Xn—I—IZFp(Xn)

« X 1X . opisujg stan uktadu w chwili ni n+1
» F, okresla jakim zmianom ulega stan uktadu
w kolejnych krokach iteracji



Przyktad: algorytm Newtona

» Jak policzyc pierwiastek z a”?
* Nalezy wybracC dowolng liczbe i iterowac jg
zgodnie z reguig

» Dlaczego? _ a
Jezeli x<@to \/a *Xx<a,awlec —>\/a
i na odwrot. X



Przyktad: pierwiastek z 2

« Wezmy x =2
 Wtedy
- x,=1,9
- x,=1,416
- X,=1,414215
- X,=1,414213562374
- X.=1,414213562373095048801689

| tak dalej



Kilka pojec

* Punkt staty. stan uktadu, ktory sie nie zmienia
Z czasem

* Atraktor: stan, do ktdérego uktad dazy z
czasem

 Dorzecze (basen) atraktora: zbior stanow
poczatkowych, ktore dgzg do danego
atraktora



Przyktad basenow atraktora

 Rozwazmy odwzorowanie ptaszczyzny

4 > 1 xi-yi

X —— X,
3T 3 (kG +y))
y. =2, 1 2x,),
t+17 7 Yt
\ 370 3(x+y)
 To odwzorowanie ma trzy atraktory:
a —
—1 V3| [=1 =3
( ]‘90) 3 b b b
2 2 2 2
\ /




Basen%,
pierwiastkow

jedynki




Typowe atraktory

* Punkty state
* Cykle okresowe
* Dziwne atraktory (fraktale)



Przyktad: funkcja liniowa

 Rozwazmy populacje bakterii o liczebnosci
N,. Codziennie jej liczebnosc rosnie R-
krotnie. Oznaczmy przez N, wielkosc
populacji po t dniach. Wtedy:

@ )

N; = RN,
N, = RN; = R?’N,
Nt = RNt_l = RtNO




Przyktad: funkcja liniowa

 Staty wzrost (R>1) ™

100

o Staty rozpad (R<1) .
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Przyktad: funkcja logistyczna

W praktyce wzrost populacji zwykle ograniczony
jest przez czynniki srodowiskowe, np. iloSC
dostepnego pozywienia, drapiezcow, ograniczone
zasoby, itp. Zatem wzrost nie jest staty.
Przyjmijmy, ze czynnik wzrostu R zalezy od
wielkosci populacji: R — R — b,

- N
Ny (R —bN¢—1)N¢1
RN;_, — bN;/_,

A /




Przyktad: funkcja logistyczna
Wprowadzmy nowg zmienna.

_ b,
R

Ln

Witedy




Szereg czasowy

e \W obszarze

regularnym
(r=2.5)

e \W obszarze

regularnym
(r=3.2)
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Szereg czasowy

e \W obszarze

regularnym
(r=3.9)

 \W obszarze
chaotycznym
(r=23.7)
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Wykres bifurkacyjny
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Chaos deterministyczny

» Czuta zaleznosc¢ od warunkow poczatkowych:

Rysunek pokazuje roznice miedzy historig
dwoch populacji réznigecych sie poczatkowo o
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lteracje ptaszczyzny

* Przyktad dwuwymiarowy: odwzorowanie
Henona

a , D
xn+1:A_xn+Byn

yn—l—lzxn
A /

« A=1.4, B=0.3



Dziwny atraktor

Dla pewnych wartosci
parametrow A | B,

odwzorowanie Henona .
dazy do atraktora, T T
ktdry jest fraktalem. G e ///
Taki atraktor nazywamy N

dziwnym. s



Prawdopodobienstwo odwiedzin
obszarow na atraktorze




Automaty komorkowe

identyczne elementy

utozone na regularnej siecl
Zmieniajg stan synchronicznie
zgodnie z identyczng regutg



Geometria jedno- | dwuwymiarowych
automatow komorkowych

Geometria dwuwymiarowego
automatu komorkowego
w ktorym kazda komorka
ma 4 sasiadow

Geometria jednowymiarowego

automatu komorkowego Q Q Q Q Q Q
w ktorym kazda komorka Q00000

ma 2 sgsiadow NANSANNS

warunki brzegowe!



Jednowymiarowe
automaty komorkowe

Jak zdefiniowac¢ automat
komorkowy?

Dla kazdego stanu komorki

nijej sagsiadow n+7in-1w

chwili t trzeba okresli¢ stan
komorki n w chwili t+171

reguta 30

128 64 32 16 8 4 2

1

pepiimeiininln BN ol BB B




Jak to dziata”?

e rozwazmy ukfad 10 komorek
e zacznijmy od stanu 0100000000
e reguta przejscia: stan komorki w chwili t+7 rowny jest
sumie stanow komorki i jej sgsiada z lewej z chwili t
* wowczas ewolucja wyglada tak:

0100000000
0110000000
0121000000
0133100000
0146410000

wartosci wystepujgce w n-tym
kroku tej ewolucji dane sg przez

wspotczynniki wystepujgce w
rozwinieciu dwumianu (a+b)*n



Kodowanie reguty

reguta 30

Kazdemu uktadowi stanow
komorki n i jej sgsiadow n+1
| n-1 w chwili t przypisujemy 12564 32 16 8 4 2 1

liczbe jak na rysunku obok LR ILE JE SEE

Kodem reguty jestsumaliczb ¢ 0 0 1 1 1 10

kodujgcych te trojki stanow,
pO ktéFyCh "\ ChW|I| t+1 kod regu{y = 16+8+4+2 = 30
stan komorki n ma bycC 1



Przyktady innych regut

reguta 45 reguta 90
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Gra w zycie: historia

* Wymyslit jg John Conway pod koniec lat
szescdziesigtych ubiegtego wieku
* Rozpropagowat Martin Gardner w latach

siedemdziesigtych w “Scientific American”
 Program Conway



Gra w zycie:

reguty

Zywa komorka, majgca jednego zywego sasiada
lub mniej, umiera z osamotnienia
Kkomorka, majgca dwoch lub trzech zywych

Zywa
sasiadC

ow, jest szczesllwa | zy]

Zywa
sgsiac

Martwa komorka, majaca dok;

<omorka majaca wiece]

sgsiadow, ozywa

Osmiu najblizszych sgsiadow

danej komorki

ow, umiera Z zattoczenia
adnie trzech zywych

e dale
niz trzech zywych

s




Gra w zycie: przyktady

Ewolucja przyktadowego 4 i 'S

stanu 6-komorkowego “ *
¢ e ¢ & 4

T n F



Gra w zycie — martwa natura (still life)

box i tub " boat " snake_s
ship nSoarcrait 4% peghive 53 bargai="
carrier
eater/ =% long ==, oaf & long"=,
fishhook - boat - " snake""

martwa natura (still life) — grupy komorek, ktore nie
Zmieniajg sie w czasie



Gra w zycie — oscylatory

* Oscylatory, to konfiguracje, ktore powtarzajg
sie po pewnej liczbie generacji

-1, L L
ARl Bl b



Gra w zycie — rajskie ogrody

» Konfiguracja poprzedzajgca dang nazywa
sie ,rodzicem”

» Konfiguracje nie majgce rodzicow nazywajg
sie ,rajskimi ogrodami”




Rozbudowane modele

 Komorka moze mieC wiecej stanow:
- kilka stanow (dyskretne), np. modele infekcji,
epidemii, pozarow lasu, osrodkow pobudliwych

- stany ciggte, np. modele dyfuzji



Wyimaginowany model infekcj

rozwazmy automat komorkowy o trzech
mozliwych stanach: zdrowy, chory, odporny
komorka zdrowa moze zachorowac, jezeli
przynajmniej jeden z jej sgsiadow jest chory
po 6 krokach komdrka chora staje sie
odporna na 4 kroki czasowe. W tym czasie
nie zaraza | sama nie moze bycC zarazona
po 4 krokach komoérka odporna staje sie
Znowu zdrowa



Model dyfuzji

 Automaty mogg miec nie tylko dyskretne
stany, ale i ciggte. Przykiad:

* jednowymiarowy automat komorkowy. Stan
komorki m jest dany stezeniem substancji w
danym punkcie w czasie t

 Reguta przejscia dana jest wzorem:

Ciylmj=D(c¢| m+1]+¢(m—1))
(1—2D)Ct[HI]




Inne automaty komorkowe

e gazy sieciowe

» kupki piasku (SOC — self organized criticality)
* przeptyw przez materiaty porowate

e korki w ruchu ulicznym

* pozary lasu

 modele spoteczenstwa




