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Czes¢ 1
Wiadomosci wstepne

Celem tych notatek jest zebranie w jednym miejscu materialu prezentowanego na wyktadach
i jego prezentacja w sposob strawny dla 0s6b z nieduzym przygotowaniem matematycznym.
Naszym celem nie jest maksymalna precyzja, bedziemy unika¢ dowodzenia wickszosci poda-
wanych tu faktow i twierdzen starajac sie zastepowacé je obrazowymi przyktadami.

W duzej mierze notatki te, przynajmniej we wezesnych fazach rozwoju, bazowaé¢ beda na

ksiazkach W. Rudina “Podstawy analizy matematycznej”’, “Matematyka w Szkole $redniej”,
P. Urbanski “Notatki do wyktadu z algebry dla fizykow”.

1 Wprowadzenie

Tematyka:

2 Zbiory liczbowe

Liczby naturalne, catkowite, wymierne, rzeczywiste, zespolone.
Liczby {1, 2,3, ...} nazywamy naturalnymi i oznaczamy symbolem N. Swietnie sie nadaja
do liczenia, a nawet pewnych zagadnienn praktycznych.

Przyktad 2.1: Jak zbudowaé piramide z rogami w postaci katow prostych? Trojkat pitagorejski o bokach 3,
4, 5. Odmierzamy 3 + 4 + 5 rownych dlugosci na sznurze i sktadamy w trojkat. Jeden kat bedzie prosty.
Mozna tez uzy¢ np. cyrkla i linijki, prawda?

A

To prowadzi do pytania jakie zestawy liczb naturalnych maja te¢ wtasnosé — jedno z
pierwszych zagadnien teorii liczb. Inne zagadnienia? Sito Erastotenesa?

Liczby naturalne mozemy dodawaé¢ i mnozyé¢. Z odejmowaniem i dzieleniem trzeba uwa-
za¢. Czy mozna odja¢ wiecej niz sie ma? Akceptacja tego faktu utatwita handel pozwalajac
na tworzenie kredytow. Liczby Z = {0,1,—1,2,—2,3, -3, ...} nazywamy calkowitymi. Mo-
zemy je juz bez problemu dodawaé¢, odejmowac i mnozy¢. Ale jak podzieli¢ sprawiedliwie 10
jabtek na 3 dzieci? Mamy dwie opcje: albo kazdemu dajemy po 3 i jedno zostawiamy, albo
kazde dostanie po 31 1/3. W pierwszym przypadku moéwimy o dzieleniu z reszta, w drugim
mamy zwykle dzielenie, ktore jest niewykonalne w zbiorze liczb catkowitych. Jezeli zalezy
nam bysmy mogli opisywaé takie podzialty, zmuszeni jesteSmy rozszerzy¢ zbioér liczb tak, by
sie to dato wykonaé¢. Ten rozszerzony zbiér, w ktérym juz mozna mnozy¢, dzieli¢, dodawac
i odejmowac nazywamy zbiorem liczb wymiernych Q.

Wréémy do trojkata prostokatnego. Jak pamietamy, twierdzenie Pitagorasa mowi, ze
suma kwadratéow dlugosci bokéw przyprostokatnych réwna jest kwadratowi dtugosci prze-
ciwprostokatnej. Zapytajmy, jaka jest dtugosé przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o
przyprostokatnych dtugosci 17

P+12=2=¢

Takie ¢, ktore spelnia powyzsze réwnanie, oznaczamy /2. Okazuje sie, ze takiej liczby nie
da sie zapisa¢ w postaci utamka p/q, gdzie p, q € Z.



Dowdéd Zatoézmy, ze istniejg takie liczby p,q € N, ze

Uzupetni¢ prosty dowod. O

Odkrycie tego byto szokiem dla Grekéw, z ktérych wielu odmoéwito akceptacji istnienia
takich liczb na gruncie $wiatopogladowym. Wierzyli, ze istnieja tylko liczby, ktére mozna
otrzymaé przez podziat kilku calo$ci na wiele réwnych czeéci. Okazalo sie, ze jest bardzo
wiele waznych liczb, ktoére nie sa wymierne. Na przyktad stosunek dtugosci obwodu kota do
jego srednicy jest niezalezny od tej Srednicy i zawsze taki sam. Nazwali go 7.

Badajac te liczby odkryto, ze zbior liczb wymiernych jest dziurawy: liczby niewymierne
leza wtasnie w dziurach miedzy liczbami wymiernymi.

Przyktad 2.2: V2

AN
Postanowiono te dziury zaklei¢, tak powstal zbioér liczb rzeczywistych R. Okazalo sie, ze
po zaltataniu dziur w zbiorze liczb wymiernych wickszos¢ probleméw technicznych z liczbami
znikneta. Ale nie wszystkie. Wiadomo, ze réwnania liniowe a - x + b = 0 o wspdtezynnikach
catkowitych (wymiernych) a,b mozna zawsze rozwigza¢ w dziedzinie liczb wymiernych. Ale
z réwnaniami kwadratowymi juz nie jest tak dobrze. Rownanie a - 22 +b -z + ¢ = 0 mozemy
rozwigzaé¢ tylko wtedy, jezeli wyznacznik réwnania A = b? — 4ac jest nieujemny. Odkryto
jednak, ze jezeli przyjmiemy, ze +/—1 istnieje, to wszystkie rownania kwadratowe mozna
rozwiazac. Co wiecej, wszystkie rownania wielomianowe postaci ag+ayx+. .. a,2" = 0 mozna
rozwiagza¢ w zbiorze liczb zespolonych C i kazde takie réwnanie stopnia n ma doktadnie n
rozwigzan.

2.1 Liczby zespolone

No dobrze, ale co to znaczy uwierzy¢ w istnienie pierwiastka z —17 W jakim sensie taka
“liczba” moze istnie¢ i jak nig operowac¢? Zacznijmy od operacji. Wprowadzmy symbol ¢ o tej
wlasnodci, ze i-i = 12 = —1. Rozwazmy teraz zbioér C wszystkich symboli postaci a+i-b, gdzie
liczby a,b € R. W tym zbiorze wprowadzamy podstawowe dziatania arytmetyczne +, —, -, /
tak jak bysmy to robili dla dwumianéw a + b - x. Robimy to tak:

(a1 + b13) + (ag + boi) = (a1 + az) + (by + bo)i
(a1 + b17) — (ag + b2i) = (a1 —az) + (by — by)i

(ay 4 b17) - (ag + byi) ayag + aybyi + asbyi + bybyi’
(ay - ag — b.bg) + (a1bg + ashy)i

(a1 + bli)/(ag + bgl) =
[uzupetni¢] Mozemy tez zamiast a+ bi pisa¢ (a,b), bo przeciez wazne sa tylko wspotezynniki!

(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 + ag, by + bo)
(a1,b1) - (ag,b2) = (a1 -as — b.by,a1by + asb)

itd.

Zadanie 2.1: MWSS 1 rozdz. 4, 11 rozdz. 19, III rozdz. 32



A
Z takimi parami liczb juz sie kiedy$ spotkalismy. Oznaczamy tak punkty na plaszczyznie
a pare liczb nazywamy wspotrzednymi kartezjanskimi punktu na ptaszczyznie. Mozemy wiec
mysle¢ o zbiorze liczb zespolonych jako o zbiorze R?, czyli o plaszczyznie, na ktorg rozsze-
rzamy zwykle dziatania znane ze zbioru liczb rzeczywistych R. Czy to nie zaskakujace, ze w
takim $miesznym zbiorze mozemy uprawiaé¢ arytmetyke?
Czas przejsé do konkretow.

Definicja 2.1 Niech z = a + bi € C. Wtedy a € R bedziemy nazywac czeSciqg rzeczywistq
liczby z, a b jej czescig urojong. Oznaczamy to przez a = Re(z) = R(z), b = Im(2) = J(2).

Czyli kazda liczbe zespolong z mozemy zapisa¢ jako z = Re(z) + Im(z)i = R(z) + 3(2)1.
Wilasnosci dziatan na liczbach zespolonych (z, 21, 29, 23 € C,a,b € R):

1. a+ 0i = a, czyli liczby rzeczywiste sa podzbiorem liczb zespolonych,

2. przemiennosS¢ 21 + 29 = 2o + 21, 21 - 29 = 2o - 21

3. tacznosé (z1 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23), (21 - 22) - 23 = 21 - (22 - 23)

4. rozdzielno$¢é mnozenia wzgledem dodawania z; - (29 + 23) = 21 - 20 + 21 - 23
5. 1-z=2,0+2==2

6. jezeli z = a+1ibto —z = —a — ib = —a + (—b)i (element odwrotny ze wzgledu na
dodawanie)

7. jezeli z = a +1ib to

B a -b . a— bi

—1
—_ —|— —
a? + b? a2—|—b2Z a? + b?

z

!
z
(element odwrotny ze wzgledu na mnozenie)
Dowdd ostatniego?
Definicja 2.2 Liczbg sprzezong do liczby zespolonej z = a+ bi nazywamy liczbe zZ := a — bi.
Wtasnosci sprzezenia:
1. Rez = Rez, Imz = —Imz

2. 21+ 2 =21+ 25



2.2 Liczby zespolone — punkty na plaszczyznie

Wréémy do interpretacji liczb zespolonych jako punktéw na plaszczyznie. Mozemy tez mysleé
o nich jako o wektorach zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych. Wtedy dodawanie
liczb zespolonych jest rownowazne dodawaniu wektorow (reguta réwnolegtoboku).

[Rysunek]

Liczb zespolone mozemy interpretowac¢ jako punkty na plaszczyznie. Mozemy tez mysleé
o nich jako o wektorach zaczepionych w poczatku uktadu wspoétrzednych. Wtedy dodawanie
liczb zespolonych jest rownowazne dodawaniu wektorow (reguta réwnolegtoboku).

Jaka jest interpretacja mnozenia liczb zespolonych?

Jak mierzymy kat miedzy dwoma prostymi? Miara tukowa — miara kata jest dlugosé
tuku okregu o promieniu jednostkowym. Jednostka jest radian.

m = 180°

Zamiast wspolrzednych kartezjariskich (x, y) mozemy tez uzywaé wspotrzednych bieguno-
wych (7, ¢). r to odleglos¢ z od 0, a ¢ to kat jaki wektor (Rez, Imz) tworzy z osig OX liczony
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Zwiazek miedzy a,b a r, ¢ jest dany nastepujacymi
wzorami:

1. a=rcosp, b=rsinyp

a a b b
2. 1=V cosp = - = e SN =~ =
LA o 7T va? + b

Definicja 2.3 Modutem liczby z = a + bi nazywamy nieujemnq liczbe rzeczywistq |z| :=
Va?+ b2, Jezeli z # 0, to argumentem liczby z nazywamy liczbe @ € R spetniajgcg

a a ) b b
COSQO—;—\/a?jW, Slngp—;—\/a?j_l_lﬂ

i oznaczamy jg arg(z).

Argument liczby zespolonej dany jest z doktadnoscia do wielokrotnosci kata petnego, czyli
2m. Wartoé¢ argumentu z przedziatu 0 < ¢ < 27 nazywamy argumentem gléwnym z i
oznaczamy Arg(z).

Mamy wiec dwa popularne rozktady liczby zespolone;j:

z=a+1ib=r(cosyp +isinp).
Wtlasnosci modutu i argumentu:

1. 2z = |2|?

2. |z122| = [21][22
3. |z[ = 7]
4. 22

z9 z9

5. arg(z122) = arg(z1) + arg(2»)



6. arg(z) = —argz
[Dowody?]|
Fakt 2.4 (Wzoér de Moivre’a) Jezeli z = r(cos p+ising) to 2" = r™(cos(ng)+isin(ny)).
Fakt 2.5 (Nierownos¢ trojkata) Dla dowolnych z1, zo € C zachodzi

1. |21+ 2| < 1] + [22]

2. ||z1] = |22|] <21 — 22|

2.3 Pierwiastki z jedynki

Definicja 2.6 Pierwiastkiem stopnia n z z € C nazywamy takq liczbe z, ze 2" = w.
Ustalmy liczbe naturalna n. Szukamy liczb zespolonych z takich, ze
Zt=1.

Istnieje doktadnie n réznych liczb zespolonych z o tej wtasnosci. Sa one polozone na
okregu jednostkowym, gdyz

Ich argumenty ¢1, ¢s, . .. ¢, musza spetniac
ner =0
(z doktadnoscia do wielokrotnosci 2).

Twierdzenie 2.7 Dlia kazdej niezerowej liczby zespolonej z istnieje doktadnie n pierwiast-
kow n-go stopnia v sq one dane wzorem

n

Wy ‘=

+ 2k .. o+ 2k
z|<cosu+zsmu>, k=0,1,...,n—1,
n n
2| jest zwyktym pierwiastkiem rzeczywistym z modutu z, a ¢ = arg(z).

Przyktad 2.3: Vi
Przyktad 2.4: ¥/1

Czesé 11
Elementy analizy matematycznej, czesS¢ 1

3 Funkcje jednej zmiennej

Wtasnosci funkeji. Elementarne — translacje, obroty. Grupa?



Zatozmy, ze mamy dwa zbiory: A i B. Przypiszmy teraz kazdemu elementowi zbioru A

pewien element zbioru B:
A>a—beB.

Takie przyporzadkowanie nazywamy odwzorowaniem lub funkcjq i piszemy
f:A— B, fla)=0b.

Nazwy ,funkcja” uzywa sie zwykle, gdy A i B to zbiory liczb.
Funkcja to jedno z najbardziej podstawowych poje¢ w matematyce. [*]
Dziedzina funkcji: zbior A.

3.1 Wykresy funkcji

Wykres funkcji to zbiér punktow na ptaszezyznie

{([L’,y) €R2|y:f(l'),l’€A}

3.2 Podstawowe wtlasnosci funkcji
Monotonicznosé 1) funkcja (Scisle) rosnaca:
11 <@ = f(21) < flx2)

2) funkcja (Scisle) malejaca:
11 <@ = f(21) > fl22)

Funkcja jest okresowa z okresem 7', jesli

fl@) = fle+T)

Funkcja parzysta, nieparzysta

3.3 Przeksztalcenia wykreséow

Wykres funkcji g(x) = f(x — a) jest przesuniety w stosunku do wykresu funkcji f(z) o
a W prawo.

Wykres funkcji g(x) = f(x) + a jest przesuniety w stosunku do wykresu funkcji f(z) o
a w gore.

Wykres funkcji g(z) = f(a - x) jest zageszczony a razy w stosunku do wykresu f(x)

Wykres funkcji g(x) = a - f(x) jest przeskalowany a razy w stosunku do wykresu f(z)



3.4 Obraz, przeciwobraz

Niech
f:A—B.

Obrazem funkcji f nazywamy zbior tych elementoéw B, ktore sa wartosciami f(z) dla pewnego
x € A. Zapisujemy to f(A).
Przeciwobraz: niech C' bedzie podzbiorem B. Przeciwobraz C', oznaczany

(O

to zbior tych = € A, dla ktorych f(x) € C.
Przyklad: sin='({0}).
Przyklad 2: f(x) = 2* + 1, f71([2,3]) =7, f~Y([-1,0]) =7

3.5 Bijekcja, surjekcja, iniekcja

e Surjekcja: funkcja f : A — B jest surjekcja, jesli f(A) = B, to znaczy caly zbior B
jest obrazem. Mowimy tez, ze f jest na B.
Czy f(x) = sin(z) jest surjekcja?

e Iniekcja: funkcja réznowartosciowa, to znaczy

r#y= f(x) # fy)

Funkcja monotoniczna jest roznowarto$ciowa.

e Bijekcja: to funkcja réznowartosciowa i ,na”; czyli surjekcja i iniekcja jednoczesnie.

3.6 Funkcja odwrotna

Przyktad. Niech y = f(z) = 3 x x + 7. Czy mozemy obliczy¢ x znajac y?
Tak, v = § — % Jest to funkcja odwrotna do f.
Okazuje sie, ze funkcja odwrotna do f istnieje wtedy i tylko wtedy gdy f jest bijekcja.
Przyktad. Niech f bedzie okreslona na liczba dodatnich (z > 0) wzorem f(z) = 2% + 1.
Na jakim zbiorze mozna okresli¢ funkcje odwrotng?

Wykres funkcji odwrotne;j.

3.7 Relacje

Jesli funkcja f nie jest roznowarto$ciowa, to nie istnieje funkcja odwrotna. Mozna jednak

okredli¢ relacje odwrotna.
Przykltad: f(x) = sin(x).

3.8 Ro6wnolicznosé zbiorow

Czy miedzy kazdymi dwoma zbiorami istnieje bijekcja?

Nie, wezmy na przyktad A = {1,2,3}, B = {p, q}.

Widzimy, ze aby istniata bijekcja miedzy zbiorami skoriczonymi, musza one mieé tyle
samo elementow.

Jak jest w przypadku zbioréw nieskonczonych? Na odwrét: tutaj méwimy, ze majg one
tyle samo elementow (sa réwnoliczne), jesli istnieje bijekcja.



3.9 Ile jest liczb parzystych?

Mozna zatem zapytac¢ na przyktad: czy liczb parzystych jest tyle samo co naturalnych?
Czy liczb calkowitych jest tyle samo co naturalnych?
Czy liczb wymiernych jest tyle samo co catkowitych?
Czy liczb rzeczywistych jest tyle samo co wymiernych?

4 Ciagi i szeregi liczbowe

Zbieznosé. Rozdziatl 3 Rudin

4.1 Ciagi
Ciagiem nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych:
Non+—ux,.
Z, nazywamy n-tym wyrazem ciagu. Jesli x,, sa liczbami, méwimy o ciagu liczbowym.
Przyktady: z, = %, r1=1, 2, =2%x,_1.
4.2 Zbiezno$¢ ciggdw
Waznym pojeciem jest granica ciggu. Niektore ciggi maja te wtasnosé, ze ich wyrazy zblizaja
sie do pewnej liczby przy n — oo, méwimy ze sa to ciagi zbiezne.

Scista definicja: x jest granica ciagu x,, & = lim,_.. Z,, wtedy i tylko wtedy gdy dla
kazdego € > 0 istnieje N € N takie ze

n>N=|r,—z<e.

Przyktady: z, = %, T, — 0.

4.3 Szeregi

Przyktad. Sprobujmy obliczy¢ sume wyrazéow ciagu a, = (%)n

IR
2487

Mozemy to zapisa¢ jako ciag: x1 = 1, 2o = 1 + %, rg =1+ % + i, ..., ktory nazywamy
szeregiem

n
Ty = Z&k .
k=1

Szereg jest zbiezny, jesli ciag x, jest zbiezny.

4.4 Szeregi (2)

Szereg 7z powyzszego przyktadu (geometryczny) jest zbiezny:

SO

n=0



4.5 Kryteria zbieznosSci szeregéw

Jesli mamy podany wzoér na szereg liczbowy, moze nie byé oczywiste, czy szereg ten jest
zbiezny.
Na przyktad: czy Z% jest zbiezny?

e Kryterium d’Alamberta: lim (“Z—:l)
e Kryterium Raabego: limn (Cf_n _ 1)

n—+1

Szereg Z% jest rozbiezny.

4.6 Zbieznos¢ ,wzgledna” i ,,bezwzgledna”

Co sie dzieje, kiedy wyrazy szeregu sa na przemian dodatnie i ujemne?

Z (_1>n

n

4.7 Liczby wymierne i niewymierne

Czy liczba niewymierna podniesiona do niewymiernej potegi moze daé¢ liczbe wymierna?

4.8 Miary zbioré6w nieskonczonych

4.9 Ciagi

Ciagiem nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych:
Non+—ux,.

x, nazywamy n-tym wyrazem ciagu. Jesli x,, sa liczbami, méwimy o ciagu liczbowym.
Przyktady: z, = %, =1, x, =2%T,_1.
Przyktadowe wykresy.

4.10 Zbieznos¢ ciggow

Waznym pojeciem jest granica ciggu. Niektore ciagi majg te wlasnosé, ze ich wyrazy zblizaja
sie do pewnej liczby przy n — oo, méwimy ze sa to ciagi zbiezne.

Scista definicja: x jest granica ciagu ,, © = lim,_ . &,, wtedy i tylko wtedy gdy dla
kazdego € > 0 istnieje N € N takie ze

n>N=|z,—z|<e.

Przyktad:
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4.11 Czesto spotykane granice
e (Ciag staly jest zbiezny

Jedli p > 0 to lim,,_ # =0

Jesli p > 0 to lim, .. ¢/p=1

lim, .o ¥n=1

Jesli p > 0 to limn—.co 5w

@

=0

o Jesli x| < 1 to lim, 2™ =0

4.12 WlasnoSci granicy

e Granica sumy ciaggoéw jest sumag granic.
e Granica iloczynu to iloczyn granic (przyktady).

e Twierdzenie o trzech ciagach:
Jesli a,, < b, < ¢, oraz ciagi a,, ¢, sa zbiezne do wspdlnej granicy g, to b, rowniez
zbiega do g¢.

Przyktad:
b= VT TR

4.13 Podciagi

Zaltozmy, ze mamy dany ciag x,. Wybierzmy teraz niektore wyrazy tego ciagu, np.
T3, L8, L9, T25, L33, - - -

w taki sposob, ze numery wyrazow sg uporzadkowane rosngco. Otrzymujemy w ten sposob
inny ciag, ktory jest podciggiem ciagu x,.
Jesli ciag jest zbiezny, to dowolny jego podciag tez jest zbiezny (do tej samej granicy).
A na odwrét?

4.14 Granica goérna i dolna

Rozwazmy nastepujacy ciag:
0,1,0,1,0,1,...
Ten ciag nie jest zbiezny, ale ma podciagi zbiezne do 01 do 1.
Mowimy, ze 0 i 1 sa punktam: skupienia tego ciagu.
Z grubsza: najwiekszy punkt skupienia to granica goérna, a najmniejszy to granica dolna
ciagu.
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4.15 Szeregi

Przyktad. Sprobujmy obliczy¢ sume wyrazéw ciagu a,, = (%)n

1—|—1+1—|-1—|-
2 4 8
Mozemy to zapisaé¢ jako ciag: x1 = 1, xy = 1+%, T3 = 1+%—|—%, ..., ktory nazywamy

szeregiem
n
Ty = Z ag .
k=1

Szereg jest zbiezny, jesli ciag x, jest zbiezny.
Suma szeregu y_ a, to granica ciagu x,.
Szereg z powyzszego przykladu to szereg geometryczny. Jest on zbiezny:

5

n=0

W ogoélnosci suma szeregu geometrycznego o wyrazach

dla |¢| < 1 wynosi

4.16 Pewien wazny szereg

e zbiezny dla p > 1

e rozbiezny dla p < 1

4.17 Kryteria zbiezno$ci szeregéw

Jesli mamy podany wzoér na szereg liczbowy, moze nie byé oczywiste, czy szereg ten jest
zbiezny.

e Warunek konieczny: lim a,, = 0. Nie jest to warunek wystarczajacy!
Na przyktad: czy > a, = Z% jest zbiezny?
e Kryterium poréwnawcze: jesli 3 ¢, jest zbiezny oraz |a,| < ¢,, to 3 a, tez jest zbiezny.

e Kryterium d’Alemberta: dla a,, > 0 jesli lim (M) < 1 to Y a, zbiezny.

an
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4.18 Liczba ¢

Rozpatrzmy szereg > 07, % Jest on zbiezny (jak to udowodnié?).
Sume tego szeregu oznaczamy e. Jest to, podobnie jak 7, wazna liczba.
Przyblizong wartos¢ e ~ 2,7183... mozna szybko obliczyé z powyzszego szeregu —
wystarczy zsumowac¢ niewielka liczbe wyrazow.
Jedli sume n wyrazéw oznaczymy s,, to btad mozna oszacowaé: 0 < e — s, <
Tego oszacowania mozna uzy¢ do dowodu niewymiernosci e.

1

nln’

4.19 Zbieznosé ,warunkowa” i ,,bezwzgledna”

Co sie dzieje, kiedy wyrazy szeregu sa na réznych znakéw, na przyktad na przemian dodatnie
i ujemne?

Z (_l)n

n
Mowimy, ze szereg > a,, jest zbiezny bezwzglednie, jesli 3 |a,| jest zbiezny.
Jesli 3 a,, jest zbiezny, a Y- |a,| nie — wtedy moéwimy o zbieznosci warunkowey.
Szereg > % jest zbiezny warunkowo.

4.20 Zmiana kolejnosci sumowania

Jesli szereg ma wyrazy dodatnie lub jest zbiezny bezwzglednie, wtedy mozna przestawiacé
wyrazy.

W innym przypadku (np. szeregéw zbieznych warunkowo) przestawianie lub grupowanie
wyrazow moze zmieni¢ wynik!

Przyktad:

> (="

5 Granica i cigglosé funkcji

Pojecie granicy jest jednym z najwazniejszych poje¢ analizy. Wiele innych pojeé¢, takich
jak pochodna czy calka, definiowanych jest jako granice pewnych specyficznych funkcji lub
clagow.

5.1 Granice jednostronne funkcji

Definicja 5.1 Powiemy, ze f ma granice prawostronng q w punkcie x = p, jezeli f(x,) — q
dla wszystkich ciggow {x,} dazgcych do p z prawej strony, to jest takich, ze
p <z, i nh—>I£lo Tp = P.

Piszemy
f(p+)=q  albo lim f(z)=q

r—p+

Analogicznie definiujemy granice lewostronng.
[Cwiczenie: Napisz definicje granicy lewostronnej].
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5.2 Granice jednostronne funkcji

Zauwazmy, ze zeby granica prawostronna mogta istnieé¢, funkcja powinna by¢ okreslona w

dowolnym przedziale otwartym ktorego lewym koricem jest p. W samym punkcie p i na lewo

od p funkcja nie musi byé¢ okre§lona. Dla granicy lewostronnej mamy odwrotne relacje.
Inna definicja granicy prawostronne;j:

Definicja 5.2 Powiemy, zZe f ma granice prawostronng q w punkcie x = p, jezeli dla kazdego
e > 0 istnieje taka liczba 6 > 0, Ze

|f(x) —q| <e dla p<xr<p+6

5.3 Interpretacja geometryczna

5.4 Przyklad na granice jednostronne 1

Rozwazmy funkcje “czes¢ catkowita z”
f(z) = [z] := najwieksza liczba catkowita N speliajaca warunek N < z.

Na przyktad [7.3] = 7,[7] = 7,[-7] = —4,[-5] = —5.

Wtedy
lim [z] = 5,
r—5+
111?_[:6] = 4.

Istotnie, dla dowolnego € > 0 jezeli weZmiemy np. 6 = 0.5, to dla 5 < = < 5 + 9 zachodzi
l[z] =5 =0<e.
Z kolei dla « takich, ze 5 — § < < 5 zachodzi |[z] — 4| =0 < e.

10

-2

-4t

-6

-8t

-10
-10

Rysunek 1: [z]

5.5 Przykltad na granice jednostronne 2
Rozwazmy funkcje
N(t) := liczba potencjaléw czynnosciowych w czasie [0, t)

Jest to funkcja schodkowa ze skokami w czasach kolejnych iglic ¢,,.
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5.6 Nieskoniczona granica jednostronna funkcji

Definicja 5.3 Powiemy, ze oo jest granice prawostronng funkcji f(x) w punkcie x = p,
jezeli dla kazdej liczby M istnieje taka liczba 6 > 0, ze f(x) > M jezelip < x < p+ 0.
Piszemy wtedy

f(p+) =00  albo lim f(z) = o0

r—p+

Analogicznie definiujemy granice lewostronng i —oo jako granice prawo- i lewostronna.

5.7 Przyklad na nieskorniczone granice jednostronne

Rozwazmy funkcje

1

fla) ==
x=-1:0.001:1; of
y=-10:.01:10; 4
plot(x,1./x) 2
hold on 0
ylim([-10 10])
plot(0,y,’r?) -
plot(x,0,°r’) B

-10 . . . . . . . .
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Funkcja ta nie jest zdefiniowana w x = 0, ale ma tam lewo- i prawostronne granice:

Jim f(z) = oo,
liI(I]l_f(ZL') = —o00.

5.8 Granica funkcji

Definicja 5.4 Powiemy, Ze granica funkcji f(z) w punkcie p jest ¢, co zapisujemy

lim f(z) =q lub f(xz) = qdlaz— p,

T—p
jezeli dla dowolnego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze
|f(z) —al <e

kiedy x spetnia
0<l|z—p| <.
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5.9 Granica funkcji — uwagi

Definicja 5.5 Sgsiedztwo punktu p to zbior (p — e,p) U (p,p + €) dla pewnego . Innymi
stowy odcinek (p — e,p + €) bez punktu p.

Funkcja f musi by¢ okreslona w pewnym sasiedztwie punktu p ale nie musi by¢ okreslona
w samym punkcie p.
Przyktad: funkcje

_ |« x

flx):=—,  glx):=—

x x
zdefiniowane dla x € R \ {0}.
Jak wygladaja wykresy funkcji f, g7
Ile wynoszg granice funkcji f,gw =17 x = —17 x =07
[rysunki w Matlabie]

10 T T T T T T T T 10

-2 d -2

4L d 4L

-6 d -6

-8t d -8t

. . . . . . . . . . . . . . . .
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Rysunek 2: |z|/z, 2%/

5.10 Granica funkcji — réwnowazna definicja
Twierdzenie 5.6

lim f(z) = q
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
lim f(pa) = ¢q

dla kazdego ciggu {p,} takiego, ze
lim p, = p.

n—0o0

Fakt 5.7 Jesli f ma granice w punkcie p to jest to jedyna granica. [Przyktad: |z|/z]
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5.11 Granice dwoch funkcji

Twierdzenie 5.8 Jezeli funkcje f i g sq okreslone na tym samym zbiorze K, p € E oraz

lim f(z) =a,  limg(z)="b

to
1 lim,_,(f+g)(z) =a+b
2. limy_(f - g)(x) = a-b
3. limy_,(f/9)(x) = a/b, jezeli b+ 0

5.12 Ciaglosé funkcji

Definicja 5.9 Powiemy, ze [ jest ciggla w punkcie p, jezeli istnieje granica lim,_,, f(x) i
jest ona rowna f(p).
Jezeli f jest ciggla w kazdym punkcie zbioru X to mowimy, ze f jest ciggta na X.

5.13 Ciaglosé funkcji — wnioski

1. Jezeli p € X jest punktem skupienia X, to f jest ciagla w p wtedy i tylko wtedy, gdy
limg—p, f(2) = f(p)

2. Jezeli p € X nie jest punktem skupienia X, to f jest ciagta w p.

Przyktady

5.14 Funkcja ciaggla funkcji ciaglej jest ciagta

Twierdzenie 5.10 Niech f odwzorowuje E C X wY, a g odwzorowuge f(E) C Y w Z.
Okreslmy h odwzorowujgce E w Z jako

hx):=g(f(x)),  (z€E)

Jezeli f jest ciggta w punkcie p € E, a g jest cigglta w punkcie f(p), to h jest ciggla w
punkcie p.

Przyklady: Wezmy f(x) = 2 +2 i g(x) = 22, obie ciagte na R. Wtedy h(x) := g(f(z)) =
(z + 2)? jest réwniez ciggla na R. Takze funkcja f(g(z)) = 22 + 2 jest ciagta na R.

5.15 Wazne funkcje ciagte
5.16 Rodzaje niecigglosci

Jezeli funkcja f jest okreslona w x i nie jest tam ciagla, to méwimy, ze f jest nieciggta w x
i x jest punktem nieciagtosci f.

Dla dowolnego punktu przedziatu (a,b) granica istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy f(z+) =
fla=) = lim,,, f(z).
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Definicja 5.11 Jezeli funkcja f okreslona na (a,b) jest nieciggta w punkcie p a granice
f(z%) istniejq, to mowimy, ze f ma w p niecigglo$é prostq albo nieciqglo$é pierwszego ro-
dzaju. Jezeli f jest nieciggla w p a granice jednostronne nie istniejq, to f ma nieciggtosé
drugiego rodzaju w p.

Mozliwe sa dwie odmiany nieciaglosci pierwszego rodzaju: albo f(z+) # f(z—), albo

flat) = flz=) # f(2).

5.17 Przyklady nieciggtosci 1

WezZmy
fz) = 1 dla x wymiernego
~ | 0 dla x niewymiernego
Wowczas f ma niecigglosci drugiego rodzaju we wszystkich punktach z, poniewaz ani f(z+)
ani f(z—) nie istnieja.

L L L I L L L L L L I L L L
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Rysunek 3: 2%/, Funkcja ciagta tylko w 0

5.18 Przyklady nieciagtosci 2

Wezmy
fz) = x dla x wymiernego
| 0 dla z niewymiernego
Wowczas f jest ciagta w x = 0 [dow6d?| i ma nieciagtosci drugiego rodzaju w pozostaltych
punktach.

5.19 Przyklady nieciggtosci 3

WezZmy
r+2 dla —-3<zr< -2
flz)=9 —z—2 dla —2<2x<0
r+2 da0<z<l.

Woéwczas f ma nieciggtoéé prosta w o = 0 i jest ciagla w pozostatych punktach przedziatu
(=3,1).
[Rysunek!|
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5.20 Przyklady nieciagtosci 4

WezZmy
sint dlaxz #0
f(x)_{() dla z = 0.
Wtedy ani f(04) ani f(0—) nie istnieja, a funkcja f ma nieciagtos¢ drugiego rodzaju w
punkcie x = 0. W kazdym innym punkcie z # 0 funkcja f jest ciggta.

. . . i . . . 05 . . . . . . . . .
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -05 -04 -03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rysunek 4: Funkcja ciagta tylko poza x = 0, funkcja wszedzie ciagta

5.21 Przyklady niecigglosci 5

Wezmy
rsint dlaz#0
f(‘”)_{o dla z = 0.

Wtedy funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie.

x=-1:0.001:1;
plot(x,x.*sin(1./x))

[Rysunek!|

5.22 Granice nieskonczone i w nieskonczonosci

Definicja 5.12 Mowimy, zZe lim, . f(x) = q, jezeli dla kazdego ciggu x,, — o0 zachodzi
lim,, . f(z,) = q. Analogicznie dla —oo.

Granica funkcji (w nieskonczonosci lub w « € R) moze by¢ skoriczona lub nieskoriczona.
Wtlasnosci granicy sumy, roéznicy, iloczynu i ilorazu funkcji sg takie same jak dla granic
skoniczonych, o ile odpowiednie symbole maja sens. Np.

lim z + 22 = lim z + lim 22 = 00 + 00 = .

T—00 T—00 r—00
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5.23 Granica funkcji w punkcie
Przypomnienie:
Definicja 5.13 Powiemy, Ze granica funkcji f(x) w punkcie p jest q, co zapisujemy

lim f(z) = q lub f(x) = qdlaz —p,

r—p

jezeli dla dowolnego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze

[f(x) —ql <e

kiedy x spetnia
0<|z—p| <.

5.24 Granica funkcji — réwnowazna definicja

Przypomnienie:

Twierdzenie 5.14

lim f(z) = q

T—p
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
lim f(p,) = q

dla kazdego ciggu {p,} takiego, ze
lim p, = p.

n—~0o0

5.25 Ciaglosé funkcji

Przypomnienie:

Definicja 5.15 Powiemy, ze f jest ciggta w punkcie p, jezeli istnieje granica lim,_,, f(x) i
jest ona rowna f(p). Jezeli f jest ciggta w kazdym punkcie zbioru X to mowimy, ze f jest
ciggta na X .

5.26 Przyklady funkcji ciaglych
Nastepujace funkcje sa ciggte:
e funkcja stala f(z) = ¢

funkcje wielomianowe, np.: f(x) =32 + 7, f(z) = 52° + 2% + 2

funkcje wymierne, to znaczy ilorazy wielomianéw, np.: f(z) = 1, f(z) = £

funkcje trygonometryczne (sin, cos itd.)

funkcja logarytmiczna i wyktadnicza
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6 Rozniczkowanie funkcji

Pochodne. Rozdzial 5 Rudin

6.1 Definicja pochodnej w punkcie

Iloraz
flx+h) = f(z)
h

nazywamy ilorazem réznicowym funkeji f w punkcie xy dla przyrostu h. (h moze by¢ ujemne)

Definicja 6.1 Zatozmy, ze iloraz roznicowy ma granice przy h — 0. Wowczas granice te
nazywamy pochodna funkcji f w punkcie xqg i oznaczamy f'(xg):

, . flz+h)— f(z)
f(xp) = lim -

6.2 Przyklad 1

Dla przyktadu obliczmy pochodna funkcji f(x) = 2 w punkcie zg = 2.
lloraz réznicowy:

2+ h)?—22

oz,

Zatem

6.3 Interpretacja geometryczna pochodnej

Przypomnienie: dla funkcji liniowej ax 4+ b wspotczynnik a nazywamy wspotczynnikiem kie-
runkowym. Jest on rowny tangensowi kata jaki tworzy ta prosta z osia z.

lloraz réznicowy jest wspolczynnikiem kierunkowym sieczne;.

W granicy h — 0: pochodna funkcji w punkcie jest wspotczynnikiem kierunkowym stycz-
nej.

[Rysunek, réwnanie stycznej do paraboli

6.4 Przykltad 2

Obliczy¢ pochodng funkcji f(z) = 2® w punkcie zg. Iloraz réznicowy:

(rg + h)® — 2}

7 = 3x5 + 3woh + h?

Zatem
f'(xg) = fllir%(?)xg + 3xh + h?) = 327
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6.5 Przykltad 3
Obliczy¢ pochodna funkcji f(x) = % w punkcie xy. Iloraz réznicowy:

1 1

woth w1
h l’o(l’o + h)
Zatem 1 1
! - lim ——— = =
f'(o) s zo(xo + h) x3

6.6 Interpretacja fizyczna pochodnej

Niech t bedzie czasem, a funkcja y = f(t) niech oznacza polozenie pewnego punktu (np.
samochodu) wzdtuz osi (np. odlegltosé wzdtuz drogi). [Rysunek]
Woéwczas iloraz réznicowy
y(t+ At) —y(t)
At

to predkos¢ srednia. (Jak ja mierzyc?)
Pochodna f w punkcie ¢y to wowczas predkosé chwilowa (pokazywana przez szybkoscio-
mierz) w chwili #.

6.7 Robzniczkowalnos$é a cigglosé

Rozniczkowalnosé: mowimy, ze funkcja f(z) jest roézniczkowalna w punkcie zg, jezeli w tym
punkcie istnieje jej pochodna.
Jesli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie xg, to jest tez w tym punkcie ciagta:

lim f(zo + 1) = (o)

Istnieja jednak funkcje ciagle, ktore nie sg rézniczkowalne.

6.8 Rozniczkowalnosé — przyklad 1

Niech f(x) = |z| [wykres|. Ta funkcja jest ciaglta, ale w punkcie xy = 0 nie jest roézniczko-
walna.
lloraz réznicowy:

0+h|—0 |h)
L
h h

Nie istnieje granica ilorazu réznicowego w h = 0 (chociaz istnieje granica lewostronna i
granica prawostronna).

6.9 Pochodna jako funkcja

Do tej pory zajmowaliémy sie pochodna funkcji w jednym punkcie.
Teraz zalozmy, ze mamy funkcje f(x), ktora jest rézniczkowalna w kazdym punkcie.
Mozemy wowczas kazdej wartosci x przyporzadkowaé¢ wartosé pochodnej f w tym punkcie:

x— f(x)
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Dostajemy w ten sposob nowsa funkcje, ktéra nazywamy pochodna funkcji f. Na przyktad:
f(z) =2*, f(z) =2z .

6.10 Obliczanie pochodnej

Jak oblicza¢ pochodna? Mozna korzysta¢ z definicji, ale w praktyce korzystamy ze znanych
pochodnych podstawowych funkcji oraz regut ich taczenia.
Pochodne podstawowych funkcji:

Funkcja f(xz) = ... | Pochodna f'(z) = ...
C 0

" n>1 na" !

1 _ 1

x 2

Ve NG

sin(x) cos(x)

cos(x) — sin(z)

6.11 Obliczanie pochodnej (2)

Pochodna sumy (réznicy) funkcji:

[f(2) £g(@)]" = f'(2) £ ¢'(2)

Pochodna iloczynu funkcji:

Pochodna ilorazu funkcji:

6.12 Przyklady 1

y=2"+3, y=220+0=2x
y =5zt | y = 5(z") = 202°
1 , (Ve —1x) 1
VT YT TR
2z ;2w +1)—-22 2
Ymer1 Y (z+1)? (z +1)?
ot ,_(sinx)’_ 1
y=rer, Y= \osz) = cotz
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6.13 Pochodna funkcji zlozonej
Niech F(z) = f(g(x)), na przyklad:
g(xz) =5z,  f(x)=cos(z),

F(x) = cos(5x)
Wowcezas F'(z) = f'(g(z)) - ¢'(x).

(cos(bx)) = —sin(bx) - (5z) = —bHsin(5x)

6.14 Przyklad 2
— 1

Obliczymy pochodnag funkcji F(z) = Pierwszy sposob (pochodna ilorazu):

/ . (1)’(21’ + 5) —1- (23; + 5)/ B _9

Drugi sposob (pochodna funkcji ztozonej)

Fa)= flo(e)), ga)=20+5, fa)=-

1 9
)= — (20 +5) = — =
(@) = Gy 245 = Goe
————
/(9@

6.15 Pochodna drugiego rzedu

Wiemy, ze z funkcji f(z) mozemy uzyskaé¢ pochodna (funkcje) f'(x). Czy mozemy ten proces
kontynuowac¢? Tak, mozemy obliczyé¢ pochodna pochodnej:

(f'(z)) = f"(z)

czyli druga pochodna (podobnie: trzecia, czwarta, ... ). Pierwsza pochodna ma interpretacje
predkosci, a druga — przyspieszenia.

6.16 Przyklad

Kulka poruszajaca sie¢ na sprezynce.

Potozenie:
y(t) = Asin(t)
Predkosé¢:
y'(t) = Acos(t)
Przyspieszenie:

y"(t) = —Asin(t)
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6.17 Notacja

Pochodna zapisuje sie na rézne sposoby:

fay, f o

df df
dz’ dz|,_,.
Pochodne wyzszych rzedow:

) a2 f
f//<£(}') 9 f(t) ) @

d"f

(n)
O,

6.18 Funkcje gladkie

Niektore funkcje da sie rozniczkowaé ,;w nieskoriczonos¢”, to znaczy istnieja pochodne dowol-
nie wysokich rzedéw. O takich funkcjach méowimy, ze sa gtadkie.

Przyktad funkcji gltadkiej: sin(z).

Przyktad funkcji rozniczkowalnej, ale nie gladkiej:

—2 <0 , —r <0
ro={ 215 rw={ 15y~

6.19 Robzniczkowalnosé — przyklad 2

Przyktad patologiczny: istnieja funkcje ciagte, ktérych nie da si¢ zrézniczkowaé w zZadnym
punkcie!
7 Calka Riemanna

(Riemanna-Stieltjesa). Rozdzial 6 Rudin

7.1 Przyklad — pole pod wykresem
7.2 Podzialy odcinka

Rozwazmy funkcje f(x) okreslona na przedziale [a, b], ograniczona.
Przedzial [a, b] mozemy dzieli¢ na coraz to mniejsze przedziaty:

7.3 Definicja calki

Skonstruujmy teraz ciag podziatow Py, Py, Ps, ... na rowne podprzedziaty (o dtugosci Az,,).
Zalozmy, ze sa to coraz drobniejsze podziaty (Az,, — 0).

Kazdemu podzialowi P, przyporzadkowujemy liczbe S,, przyblizajaca (przy takim po-
dziale) pole pod wykresem:

Sm = Z f(CZ)AI‘m s



Rysunek 5: Pole pod wykresem

gdzie ¢; — punkt w i—tym podprzedziale. Jesli ciag S, jest zbiezny do S (niezaleznie od
wyboru punktéw ¢;) to S nazywamy catka z f(z) na przedziale [a, b].

7.4 Definicja calki
Definicja:

/bf(:v)dx = nli_r)réto(ci)Axm

Jesli powyzsza granica istnieje, to nazywamy ja catkq z funkcji f(x) w granicach od a do b. Dla
funkcji ciaglej i przedziatu skonczonego catka zawsze istnieje (funkcje ciagte sa catkowalne).
Zwykle w tym kontekscie mowi sie o ,calce oznaczonej” (na danym przedziale), w odroz-
nieniu o ,nieoznaczonej” (bedzie pozniej).
Calka to uogolnienie operacji dodawania. Znak calki to stylizowana litera S (od ,sum-
ma”).

7.5 Przyktad
Obliczmy pole trojkata, czyli
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1
/ xdx
0

Wybieramy coraz drobniejsze podzialy odcinka [0, 1] na podprzedziaty. Niech P, bedzie
podziatlem na n réwnych czesci. Wtedy mamy:

5
i 1 60
Ss=> - - =
° ;5 5 100
=l
f(ci) Azs
10 :
11 95
Spp=Y — — =——
1 ;1 10~ 100
=l =~
flei) Azio

7.6 Przyklad (c.d.)

Wzér ogdlny:

LS| 1

Sp=) ——=—1+2+...+
;nn n2( n)
g _1lnn+1l) n+l
"2 2 T on
1 1 1
/xdx:hmn+ = -
0 n—oo  2n 2

7.7 Wlasnosci catki oznaczonej

Rozszerzanie obszaru caltkowanias:

/abf(a:)dx + /bcf(x)da: :/ f(z)dx

Wyciaganie czynnika stalego:
b b
/ kf(x)dx = k/ flx)dx

Catka sumy

/abf(a:)dx + /abg(a:)dx = /ab(f(a;) + g(z))da
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7.8 Zamiana granic calkowania

Przyjmuje si¢ nastepujaca umowe:

/ab f(x)dx = —/ba f(x)dz

Woéwczas wzor na rozszerzanie obszaru catkowania obowiazuje zarowno dla a < b < ¢ jak i
dla innych sytuacji, np.:

/Olf(x)dx _ /OZf(x)dx _ /12f(x)dx

7.9 Funkcje zmieniajace znak

Co sie dzieje, jesli obliczamy caltke funkcji, ktora na pewnym przedziale jest dodatnia, a na
innym ujemna?

Wowczas pole obszarow nad osig x bierzemy ze znakiem plus, a pole pod osig ze znakiem
minus.

7.10 Przykltad

Ile wynosi catka z funkcji sinus po pelnym okresie?

2
/ sinz =7
0

Pola nad osia i pod osia sa sobie réwne, zatem

27
/ sinz =0
0

7.11 Jakie funkcje mozna calkowaé?

Wiemy juz, ze funkcje ciagle sa catkowalne. Okazuje sie jednak, ze catkowa¢ mozna réwniez
niektore funkcje nieciagte:

jesli funkcja f(z) jest ciagta we wszystkich punktach przedziatu [a, b] z wyjatkiem skori-
czonej liczby, to jest catkowalna.

Jakie sa zatem przyktady funkcji niecatkowalnych?

f(x):{ 0 gdy z€Q

1 w przeciwnym przypadku
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7.12 Podstawowe twierdzenie

Z powyzszej, geometrycznej definicji catki nie widaé, jak mozna obliczaé¢ calki bardziej skom-
plikowanych funkcji.
Okazuje sie jednak, ze obliczanie calek to operacja odwrotna do obliczania pochodnych:

f(x)
Fo) = [ " f(2)da

S =f@)

a t

7.13 Funkcja pierwotna, calka nieoznaczona

Funkcjq pierwotng funkcji f(x) nazywamy funkcje F'(x), ktorej pochodna jest rowna f(z),
tzn.

F'(z) = f(x) -

Dwie funkcje, ktére majg rowng pochodna, moga sie rozni¢ co najwyzej o statg, np.
(2%) =2z, (2?2 +5) =2 .

Catkq nieoznaczong funkcji f(x) nazywamy wyrazenie F(x) + C, gdzie F(z) jest funkcja
pierwotna f(z):

/f(x)d:v =F(z)+C

7.14 Calka nieoznaczona a oznaczona

Znajac calke nieoznaczong funkeji f(x):

/f(x)d:v =F(x)+C

mozemy obliczy¢ caltke oznaczona:

Oznaczenie:
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7.15 Przyklad

Przyktady calek nieoznaczonych:

/xd —12+C’ bo (1x2>/—x
Tt T 2% ) =

/cos zdz =sinz + C, bo (sinz) = cosz

/1dx:/dx:x+0, bo () =1

/
lar= [T Lo 1 (3>:—i
xXr

2 x T 2

7.16 Przyklad

Obliczanie caltki oznaczonej — wrdéémy do pola trojkata:

| 1 1 1 1
d:—2]:—~12——~2:—
/oxx {2”@0 2 5 V=3

Sprobujmy obliczy¢ pole ograniczone osig x uktadu wspotrzednych, prostymi x = 1, x = 2
i parabolg (wykresem funkcji y = x?):

2 1 0% 28 13 7
/ x2dx:{—x3} =— - — ==
1 3 11 3 3 3

7.17 Przyklad (c.d.)

Ile wynosi pole ograniczone wykresem funkcji sinus i osig x?

/On sinx = [—cos x| = — cos(m) — (—cos(0)) =

7.18 Wlasnosci catek nieoznaczonych

Catka nieoznaczona ma pewne wlasnosci calki oznaczonej: wyciaganie czynnika statego:

/k:f(:):)d:r — k/f(:):)dx
catka sumy:
[ f@ydz + [ga)de = [(f(2)+ gla))da
Przyktad:
/(:):+2)da::/a:dx+2/dx: %x2+2x+0
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7.19 Metody obliczania calek

Wiele catek mozemy obliczy¢, odwracajac wzory na pochodne:

Funkcja f(z) | Calka [ f(x)dx
0 C

1 z+C

" —=a" + O
X o

7 2z +C
cos(z) sin(z) + C
sin(x) —cos(z) + C

7.20 Przyklady

W praktyce dazymy do tego, aby funkcje podcatkowa przeksztatci¢ do postaci, ktérg mozna
znalez¢ w tablicach calek.

/x(x —1)(z —2)dz = /(x?’ — 32% + 27)dr =

:/x3d$—3/x2dx+2/xdx:
4 3 2

T €T T
= — —_— 2— =
4+33+ 2+C

1
:1x4—x3+x2+0

7.21 Zastosowania geometryczne calki

Znamy juz podstawowsa interpretacje geometryczng catki — skladanie, sumowanie z ,nie-
skoniczenie malych czesci” pola powierzchni. Inne zastosowania geometryczne calki to na
przyktad:

e obliczanie objetosci bryt

e obliczanie dhugosci krzywej

7.22 Obliczanie objetosci bryt

Zalozmy, ze dana jest bryta obrotowa, powstala z obrocenia wykresu funkcji f(z) na odcinku
la,b] (na przyklad potowa kuli, powstata z obrocenia wykresu funkeji f(z) = v/1 — 22 na
odcinku [0, 1]).

Woéwczas objetosé tej bryly jest dana wzorem

b
V=r [ [f@)d
Na przyktad objetosé potowy kuli o promieniu 1:

1
V:ﬂ'/ (1—2¥)dor =7
0

1t
x——x} =n(l—-=)==z7
3 Jo
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7.23 Obliczanie dlugosci tuku

Jesli krzywa dana jest rownaniem postaci y = f(z) w przedziale [a, b, przy czym funkcja
f(x) jest gtadka, to dlugos¢ tuku wyraza sie wzorem

L= /ab 1+ (F(x)de

Ten wzoér mozna interpretowaé jako graniczny przypadek twierdzenia Pitagorasa.

7.24 Obliczanie dlugosci tuku (c.d.)

Dla trojkata prostokatnego mamy y
s? = +y*

X

Gladka krzywa mozemy przybli- /A/
zy¢ przez tamang i sumowaé dhu-

gosci przeciwprostokatnych: As = Ay
VAx? + Ay?

7.25 Calkowanie przez czesci

Niech f i g beda funkcjami gltadkimi. Wowczas zachodzi nastepujacy wzor:
[ fade =g~ [ gf'da

Jest to wzor na catkowanie przez czesci (wyrazenie podcatkowe dzielimy na dwie czesci: f i
g). Wzor ten czesto przydaje sie do obliczania calek.

7.26 Przyklad
Obliczmy catke

I = / x sin zdx
Przyjmujemy f = z, ¢ = sinz, mamy I = [ f¢’dz. Obliczamy: f' = 1, za§ ¢ = —cosz.
Calkujemy przez czesci i dostajemy:

I1=fg~ [ fgde

I =—zcosx — /(— cosz)dr = —zcosz +sinz + C
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7.27 Calkowanie przez podstawienie

Inna bardzo przydatna metoda catkowania jest caltkowanie przez podstawienie (catkowanie
przez zamiane zmiennych). Wzor ten wynika ze wzoru na pochodng funkeji ztozonej:

[ flal@)g@)de = [ flu)du
gdzie
u=g(z)

7.28 Przyklady
Obliczmy catke
I= / 2(2? + 25)1wdr

Pierwszy sposob: wymnazamy nawias i liczymy oddzielne catki.
Drugi sposob: podstawienie u = g(z) = 2 + 25.
Mamy f(u) =u?, ¢ = 2z

1 1
I= /u4du = gus = g<x2 + 25)°

7.29 Przyktady (c.d.)

Obliczmy catke
I = /sinxcos xdx

Zastosujemy podstawienie u = sinx

7.30 Calki funkcji nieograniczonych

Dotychczas rozwazalismy caltki funkcji ograniczonych. Co stanie sie, jesli funkcja bedzie dazy¢
do oo na brzegu przedzialu catkowania? Jak wowczas definiujemy catke?

Zalozmy, ze w funkcja f ma w punkcie x = a granice (prawostronng *) rowng co. Wow-
czas:

b

/b f(x)dx = liII(l) f(x)dz

—YJa+te

to znaczy obliczamy catke po coraz wiekszym przedziale i badamy zbieznosé takiego ciagu.

7.31 Przyklady

Czy catka z funkcji dazacej do oo istnieje? Okazuje sie, ze zalezy to od wybranej funkcji. Na
przyktad:

L1
/ e =2y =2
0 VT
(funkcja % dazy do oo, ale ,powoli”). Natomiast dla f(x) = x—12 mamy:
L1 171 1

=|—| =—14+-—00
xg €

aLL’2

Mowimy wowczas, ze calka jest rozbiezna. (Funkcja -5 zbyt szybko dazy do co.)
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7.32 Calki na przedziale nieskonnczonym

Rozwazalismy przypadek, gdy funkcja dazy do nieskoniczonosci. A co sie dzieje, gdy funkcja
jest ograniczona, a nieskoniczony jest przedziat catkowania?

/aoo f(z)dx = J\}Enoo /aM f(z)dx

(podobnie dla —o0)
Zauwazmy, ze jesli pole pod wykresem funkcji ma by¢ skonczone na nieskoriczonym prze-
dziale, to koniecznie funkcja musi dazyé¢ do zera.

7.33 Przyklady

fogate = dm R =
1

Funkcja % dazy do zera, ale zbyt wolno. Natomiast dla f(r) = - mamy:

o ] 171° 1
= -2 =1lim (——)+1=1
/1 2 [ :L"L Mlgloo< M>+

Zauwazmy, ze dla tych dwoch funkcji sytuacje w zerze i w nieskoriczonosci sg odwrotne.

(2VM —2) = 00

lim
M—oo

7.34 Rownania rozniczkowe

Uzywajac calek mozemy rozwiazywaé rownania rézniczkowe.
Zadanie: upuszczamy z wysokosci 1 metra kulke. Jak wyraza sie zaleznos¢ jej potozenia

od czasu?
"

Yy =-y
y=—-gt+C
1
y:—§gt2+0t+D

Stale C'1 D wyznaczamy z warunkow poczatkowych (potozenie = 1, predkosé = 0).

Czesé 111
Algebra liniowa

8 Przestrzenie wektorowe

Rozdzial ten, podobnie jak wicksza czesé naszego wprowadzenia do algebry liniowej, oparta
jest na skrypcie prof. Pawta Urbanskiego “Notatki do wyktadu z algebry dla fizykéw” z roku
1991.
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8.1 Przyklady wektoréow

Co to jest ptaszczyzna? Zwykle jest to dla nas zbiér punktéow opisywany dwiema liczbami,
ktore nazywamy wspotrzednymi. Co to znaczy, ze wprowadzamy wspotrzedne? Wybieramy
jakis punkt, ktory nazywamy zerem. Nastepnie wybieramy dwie osie — proste prostopadte
krzyzujace sie w punkcie. Na osiach oznaczamy jednostke — “w prawo” i “do gory”. Tak
dostajemy punkty, ktore oznaczamy 1, = (1,0) i 1, = (0,1), co znaczy:

e pierwszy punkt, czyli (1,0): startujac w zerze (punkt 0) zréb jeden krok “w prawo” i 0
krokow “do gory”;

e drugi punkt, czyli (0, 1): startujac w zerze (punkt 0) zréb 0 krokéw “w prawo” i 1 krok
“do gory”.

Mozna oczywiscie robié¢ kroki w innej kolejnosci, np. (0, 1): startujac w zerze (punkt 0) zrob
1 krok “do gory” i 0 krokéw “w prawo”, ale ja wole kolejnos$¢ czytania wspotrzednych od lewej
do prawej.

Majac tak okreslony uktad wspotrzednych mozemy okresli¢ wspotrzedne — czyli pozy-
cje — kazdego punktu na plaszczyznie. Np. punkt o wspotrzednych (3, —2/7) to punkt do
ktorego dojdziemy robigc 3 kroki jednostkowe “w prawo” i 2/7 kroku jednostkowego “w dét”.

Przyktad 8.1: Jak opisa¢ punkty (—w/13,v/23), (—e, m) ?

AN

Wiemy wiec, jak odnalezé punkt okreslony przez wspotrzedne. A jak znalezé¢ wspotrzedne
wybranego punktu P? To proste: rysujemy dwie proste przechodzace przez P, jedna réwno-
legta do osi OY 1i przecinajaca OX w punkcie P, = (z0,0), druga réwnolegta do osi OX i
przecinajaca o$ OY w punkcie P, = (0, o). Wspohrzedne punku P odczytujemy na osiach w
punktach przeciecia prostych z osiami. zq jest stosunkiem dlugosci odcinka O P, do dlugosci
odcinka O1,, yo jest stosunkiem dtugosci odcinka OPF, do dtugosci odcinka O1,,.

Skierowane odcinki O1, i O1, nazywamy wektorami jednostkowymi i bedziemy je ozna-
cza¢ albo z,y, albo ey, e5. Zauwazmy, ze jak sie juz uméwimy ze wspodlrzedne wszystkich
punktéw mierzymy wzgledem zera, to wspotrzedne punktu (xg,yo) sa jednoczesnie wspol-
rzednymi wektora taczacego punkt z zerem uktadu wspotrzednych. Dlatego mozemy utoz-
samia¢ zbiér punktéw na plaszezyznie ze zbiorem wektoréw. Tak interpretowana ptaszczyzna
jest jednym z najprostszych przyktadéw przestrzeni wektorowej. Zatem mozemy zamien-
nie uzywaé¢ pojeé¢ punkt i wektor. Od tej pory bedziemy jednak méwi¢ raczej o wektorach i
punktu/wektory bedziemy oznaczaé v, w, vy, wa, v, itd.

Zauwazmy, ze cala powyzsza procedura identyfikacji punktéw na plaszezyznie nie wymaga
tego, zeby osie byly prostopadte. Wystarczy, ze wektory rozpinajace nasza plaszczyzne,
czyli skierowane odcinki taczace punkt 0 z punktami (1,0) i (0, 1) byly liniowo niezalezne
(tutaj: nie wspotliniowe). Wkrotce wrocimy do tego pojecia. Wybierzmy wiec dwa dowolne
(byle nie wspotliniowe) wektory fi i fo. Wtedy kazdy punkt na plaszezyznie mozemy zapisac
jako kombinacje liniowa tych wektoréw, czyli w postaci

v =21 f1 + 22 fo.

Wyrazenie xy fi + x2 fo nazywamy kombinacja liniowa wektorow fi i fo.

Przyktad 8.2: Wezmy plaszczyzne z tradycyjnym opisem, gdzie wektory e; = (1,0), ea = (0, 1) sa prostopa-
dle. Niech nowe wektory bazowe f; = (1,1) = le;+1leg =ej+esa fo =(—1,1) = —le;+1les = —eg +ea.
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Wtedy punkt, ktory w oryginalnym uktadzie mial wspolrzedne (3,3) (co zapisujemy (3,3)., zeby nie po-
myli¢ bazy, z ktorej korzystamy) teraz ma wspoétrzedne (1,0)¢. Znaczy to tyle, ze zeby do niego dojsé
musimy p6jsé jeden krok w kierunku wektora f; i zero krokéw w kierunku wektora fs.

Jakie wspotrzedne ma dowolny punkt? Jezeli w starej bazie v = (=, y)e, to teraz bedzie (, ) ;. Np. (—v/2,7)e =

(7 )f
[Rysunek]

Przyktad 8.3: W powyzszym schemacie wezmy wektory bazowe f1 = (1,1) = e; +ex a fo = (0,1) = ea.
Teraz (_\/57 7T)e = (7)f
[Rysunek]

AN
Zgadzamy sie wiec, ze na tej samej ptaszczyznie mozemy wprowadzac rézne uktady wspot-
rzednych. A wiec zapis (z,y) jest niejednoznaczny, dopoki nie uméwimy sie jakich wektorow
bazowych uzywamy.
Mozemy to wykorzysta¢ do opisu réznych obiektow.

8.2 Przyklady przestrzeni wektorowych.

Rozwazmy zbiér wszystkich funkcji liniowych, czyli funkcji postaci a+bx. Mamy wiec funkcje
zadane jako kombinacje liniowe funkcji statej e;(z) = 1 i funkcji liniowej es(x) = x. Zatem
kazda funkcje liniowa a + bxr mozemy zapisaé¢ jako wektor (a,b). = a + br w przestrzeni
wektorowej rozpietej przez ey, es.

Ogolnie, mozemy moéwic o przestrzeni liniowej wielomianéw rozpietej przez funkcje 1, z, 2%, ©

Np. w przestrzeni wielomianéw stopnia 3, w standardowej bazie, wielomian 2® — 2z + 1.5 =
(1.5,-2,0,1).

Mozemy tez uzywaé innej bazy, np. monomiany przesunicte do dowolnego punktu, po-
wiedzmy 1: f, = (z — 1)" L tojest f1 =1, fo=a—1, f3 = (z —1)? itd.

Przyktad 8.4: Zapisz funkcje 3 — 2z + 1.5 = (1.5,—2,0, 1), w bazie f.

A
Podobnie mozemy opisywaé inne przestrzenie funkcyjne, np. funkcje postaci
n—1
f(z) =" apsin(krz/L)
k=0

[Jak wygladaja takie funkcje? zobaczmy w Matlabie!| Kiedy uzywamy takich baz funkcyj-
nych? Np. przy interpolacji funkcji albo dopasowywaniu funkcji do danych (B-spline func-
tions).

Mozemy tez rozwazaé funkcje wektorowe, to jest funkcje o wartosciach bedacych wektora-

mi. Rozwazmy na przyktad funkcje odwzorowujaca oé R w R? okreslong wzorem (cos wt, sin wt),

gdzie t € [0,27]. Jak wyglada wykres tej funkcji?

8.3 Grupy i ciala

[Struktury algebraiczne. Grupa, cialo. |

Definicja 8.1 (PU) Grupg nazywamy niepusty zbior G z dziataniem dwuargumentowym,
to jest odwzorowaniem x : G x G — G o wtasno$ciach

1. tgcznosé: ax (bxc) = (a*b) xc

3

e,

n
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2. istnienie jednosci: istnieje takie e, zZe dla kazdego elementu a € G zachodzi a x e =
exa=a

3. istnienie elementu odwrotnego: dla kazdego elementu a € G istnieje taki v € G, Ze
axT=T*xa=e.

Jezeli do tego dla kazdych dwdch elementow a,b € G zachodzi a * b = b a to mowimy, Ze
grupa jest przemienna albo abelowa.

Przyktad 8.6: okrag jednostkowy S! na plaszczyznie zespolonej z mnozeniem.
Przyktad 8.7: pierwiastki ustalonego stopnia z jedynki z mnozeniem

Przyktad 8.8: Bijekcje ustalonego zbioru A z dzialaniem superpozycji (ztozenia funkeji).

A

Fakt 8.2 (PU) Kazda grupa (G,*) ma doktadnie jeden element neutralny e i dla kazdego

a € G istnieje doktadnie jeden element odwrotny, ktéry oznaczamy a™?.

Fakt 8.3 (PU) 1. (a7 t=a
2. (axb)™t=b"txag™?
3. jezeliaxx =0, tox =a"'xb
1

4. jezelixxa=>,toxr=>bxa”

5. jezeli dla pewnego a zachodzi axx = axy to x =y.
Przyktadowy dowdod.

Definicja 8.4 (PU) Ciatem nazywamy zbior K z dwoma dziataniami dwuargumentowymi
475 “takima, zZe
1. (K,+) jest grupg abelowg

2. (K\{0},-) jest grupg abelowq, gdzie 0 jest elementem neutralnym ze wzgledu na doda-
wanie

3. dla dowolnych trzech elementéw a,b,c € K zachodzia-(b+c¢)=a-b+a-c.

Przyktad 8.9: Liczby zespolone z dodawaniem i mnozeniem.
Przyktad 8.10: Liczby rzeczywiste z dodawaniem i mnozeniem.
Przyktad 8.11: Liczby wymierne z dodawaniem i mnozeniem.

Przyktad 8.12: Zbior dwuelementowy {0, 1} z dziataniami dodawania modulo 2 i mnozenia.
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8.4 Przestrzen wektorowa

Definicja 8.5 Przestrzeniq wektorowq nad ciatem K nazywamy grupe abelowq (V,+) z od-
wzorowaniem K x V. — V 1 (A\v) — v (mnozeniem wektorow przez skalary) takim, ze dla
wszystkich A\, p € K oraz v,w € V zachodzi:

1. (A4 p)v = v+ pw
2. Mv+w) = v+ \w
3. lv=w

4. Apw) = (Ao

Zauwazmy, ze mamy tu dwa rézne dodawania i dwa rézne mnozenia! Mamy dodawanie
i mnozenie skalarow w ciele K, dodawanie wektoréw w przestrzeni V', oraz mnozenie wek-
torow przez skalar. Gdyby$my dodawanie i mnozenie w ciele K oznaczali symbolami -+, *,
dodawanie wektoréw +, a mnozenie wektora przez skalar -, to jak wygladalyby powyzsze
dziatania?

Elementy przestrzeni V' nazywamy wektorami, elementy ciala K nazywamy skalarami.
Bedziemy prawie wylacznie uzywaé ciala R, czasami C. Dlatego powinna nam wystarczy¢
prostsza definicja przestrzeni wektorowe;j:

Definicja 8.6 Przestrzeniqg wektorowq nazywamy zbior wektorow V' z przemiennym doda-
waniem wektorow, oraz z mnozeniem wektorow v € V. przez liczby A € R, Av € V' takim, ze
dla wszystkich A, p € K oraz v,w € V zachodzi:

1. (A4 p)v = v+ po
2. Mv+w) = v+ Aw
3. lv=w

4. Apw) = (Ao
Fakt 8.7 1. Dla kazdegov € V: 0v =0
2. Dla kazdego v € V: (—1)v = —v, to znaczy v+ (—1)v =0
3. dla kazdego N € K mamy A0 =0
4. gezeli \v =0 to albo A =0 albo v =10
Przyktad 8.13: K™ z dodawaniem

(x17x2,--~;$n)+(y17y2;--~,yn):(Il+y1;$2+y27---,$n+yn)

i mnozeniem przez skalar
)\(xthv s ,In) = (Axlv )\x27 ERE )‘xn)

Przyktad 8.14: Dla dowolnego zbioru A wezmy zbiér odwzorowan z tego zbioru w cialo K, to jest V =
Map(A, K) z dzialaniami
(f +9)(a) := f(a) + g(a)
oraz
(Af)(a) = Af(a)
Wtedy V jest przestrzenia wektorowa. Na przyktad biorac A = {1,2,...,n} dostajemy poprzedni przyktad.
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A

Definicja 8.8 Podprzestrzeniq wektorowq przestrzeni V- nazywamy niepusty zbior S C 'V,
ktory z dziataniami indukowanymi z V' jest przestrzenig wektorowq.

Przyktad 8.15: Wielomianowe na R o wspo6tczynnikach rzeczywistych tworza podprzestrzen przestrzeni wszyst-
kich funkcji a wartosciach rzeczywistych.

Przyktad 8.16: Inne podprzestrzenie przestrzeni Map(R,R): wielomiany parzyste (1,22, x4, 2%, ...), funkcje
rézniczkowalne, itd.

Przyktad 8.17: Bardzo wazny przyklad: zbioér rozwigzan uktadu réwnan liniowych

a11x1 + a12T2 + ...+ A1nTn = 0
ag1x1 + a22T2 + ...+ A2n Ty, = 0

(1)
Am1T1 + amar2 + ... + amnTn, = 0

tworzy podprzestrzen wektorowa przestrzeni K.

A

Fakt 8.9 Jezeli rownanie (1) ma wiecej niewiadomych n niz réwnan m (n > m), to ma
niezerowe rozZwiGIanie.

Definicja 8.10 WeZmy dowolny cigg wektorow vy, vy, ... v, € V. Wektor
AU+ AUy + . A0, €V
gdzie A\, € V' nazywamy kombinacjg liniowq wektorow vy.

Fakt 8.11 S jest podprzestrzeniq wektorowq wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego A\, € K
i dla kazdego v,w € S zachodzi
A+ pw € S.

Czyli dowolna kombinacja lintowa dowolnych wektorow z S nalezy do S.

Definicja 8.12 WeZmy dowolny podzbior S przestrzeni wektorowej V. Zbior wszystkich kom-
binacji liniowych S oznaczamy (S).

Fakt 8.13 (S) jest podprzestrzeniq wektorowq V.

Fakt 8.14 (S) jest najmniejszq podprzestrzeniq wektorowq V' zawierajgcg S.

Prayktad 8.18: S = {1,z,x + x2,22% — 2} — (S) to zbiér wielomianéw stopnia co najwyzej 2.
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8.5 Liniowa niezaleznos$é. Bazy.

Definicja 8.15 Przestrzen wektorowq V nazywamy skorczenie wymiarowq jezeli mozna jg
rozpiqé skonczong liczbg wektorow. [To znaczy istniejq takie wektory vi,ve, ..., v,, 26 V =
<U1, Vo, ... ,’Un>.]

Przyktad 8.19: V — przestrzen wielomianéw stopnia < 2 a S = {1, z,x + 22, 22? — 2}

1 k=1 k k+1 n
Przyktad 8.20: V = K™ a vy, = (0,..., 0,1, 0 ,...,0). To jest np. model rejestracji elektrofizjologicz-

nych. Kazdy wektor v € V odpowiada jednej rejestracji, a kolejne “oczka” (wspdlrzedne) w wektorze v
odpowiadaja kolejnym czasom rejestracji.

Przyktad 8.21: Przestrzen wszystkich odwzorowan N — R jest nieskoriczenie wymiarowa. Te odwzorowania
to ciagi a, o elementach rzeczywistych. Poréwnaj ten przyktad z poprzednim!

A

Definicja 8.16 Zbior wektorow {vy,vs, ..., v,} z przestrzeni V. nazywamy liniowo niezalez-
nym, jezeli zaden z nich nie moze byé przedstawiony jako kombinacja liniowa pozostatych.
Jezeli zbior wektorow nie jest lintowo niezalezny, to mowimy, ze jest lintowo zalezny.

Przyktad 8.22: Wielomiany {1,z,2} sa liniowo niezalezne.

Prayktad 8.23: V = R2, czyli V to zbiér wektorow o dwoch rzeczywistych wspohrzednych V = {(z,y)|z,y €
R}. Wtedy wektory (1,0), (0,1) sa liniowo niezalezne, a wektory (1,2),(2,3),(3,4) sa liniowo zalezne, bo
np. (3,4) =2-(2,3) — (1,2), czyli istnieje kombinacja liniowa dwoch wektorow dajaca wektor trzeci.

Przyktad 8.24: V = C! nad cialem liczb rzeczywistych, to znaczy wektory z V to liczby zespolone, a skalary
to liczby rzeczywiste. Wtedy wektory 1,7 sa liniowo niezalezne, bo nie ma takiej liczby rzeczywistej a, zeby
l-a=:.

Przyktad 8.25: V = C! nad cialem liczb zespolonych, to znaczy wektory z V to liczby zespolone, a skalary
to tez liczby zespolone. Wtedy wektory 1,7 nie sa liniowo niezalezne, bo jest taka liczba zespolona a, ze
1-a = ¢. Mianowicie a = 1.

Przyktad 8.26: Dowolny zbior wektorow zawierajacy wektor 0 jest liniowo zalezny.

Przyktad 8.27: Jezeli v # 0 to jednoelementowy zbior {v} jest liniowo niezalezny.

A

Definicja 8.17 Zbior wektoréw {vy,vs, ..., v,} nazywamy bazq przestrzeni V, jezeli jest li-
niowo niezalezny rozpina V- (({vi,va, ..., v,}) =V ).

Fakt 8.18 Jezeli przestrzen wektorowa V' ma baze, to kazdy jej wektor da sie przedstawié
jednoznacznie jako kombinacja lintowa wektorow bazy.

Twierdzenie 8.19 Jezeli przestrzen wektorowa V- ma n-elementowq baze to kazdy k-elementowy
2bior wektorow S = {wy, we, ..., w,}, przy k > n, jest liniowo zalezny.

Whioski z powyzszego twierdzenia

Fakt 8.20 1. Jezeli {vy,va,...,v,} jest baza V a wektory {wy,ws, ..., wr} sq¢ liniowo
niezalezne, to k < n.

2. Jezeli {vy,vg, ..., v} i {wy,we, ..., wr} sq bazami V', to k = n.
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Twierdzenie 8.21 Jezeli V' jest przestrzeniq skoriczenie wymiarowg 1 V- # {0} to V ma
baze.

Zatem liczba elementéw bazy skonczenie wymiarowe]j przestrzeni wektorowej jest dobrze
okreslona. Nazywamy ja wymiarem przestrzeni V i oznaczamy dim V' albo dimg V' jezeli
chcemy podkreslié nad jakim ciatem liczbowym rozwazamy dana przestrzen.

Przyktad 8.28: dimg C = 2.
Przyktad 8.29: dimc C = 1.
Przyktad 8.30: dim K™ = n.

9 Macierze

Macierz to zbior liczb utozonych réwno w wierszach i kolumnach. Rozwazmy macierz A o
m wierszach i n kolumnach. Jej elementy bedziemy oznaczali przez A';, gdzie ¢ numeruje
wiersze a j numeruje kolumny. Zatem

Al AL L0 AL

: A% A%y L AR,
A=[4Yy] = : S :

Amy ATy LA™Y,

Zwykle elementy macierzy naleza do jakiegos ciata liczbowego K. Zbiér macierzy o m wier-
szach i n kolumnach z elementami z ciala K bedziemy oznacza¢ M™,,(K).

Macierze mozemy dodawac do siebie tylko wtedy, gdy ich wymiary sie zgadzaja. Doda-
jemy je element po elemencie:

[A'] +[B] = [A; + By
Mozemy je tez mnozyé¢ przez liczbe:
AA] = [rA7].

Zbior macierzy M™,,(K) z dzialaniami dodawania i mnozenia przez skalar tworzy przestrzen
wektorowa. Wymiar tej przestrzeni wynosi m - n a jej standardowa baze stanowia macierze
E*; o wszystkich elementach zerowych z wyjatkiem elementu lezacego w k-tym wierszu i I-tej
kolumnie.

Przyktad 9.1: Macierze ze zbioru M?;(R) maja postaé

& al

i s rozpiete przez 4 wektory bazowe,

Cazyli
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A

Wektory mozemy traktowaé jako szczegdlne przypadki macierzy. Mowimy o wektorach

kolumnowych M"; i wierszowych M!,,. Jezeli nie okreslamy, czy wektor jest wierszowy czy

kolumnowy, to zwykle bedziemy moéwili o kolumnowym. Wektory wierszowe nazywamy cza-
sem kowektorami. Zatem typowy wektor wyglada tak:

a

b

C

Definicja 9.1 Transpozycja macierzy to operacja, ktora zamienia wiersze z kolumnams. Ina-
czej mowigc, to przeksztatcenie

.M, - M™,: A— AT,

w ktorym elementy macierzowe [AT?}] = [A%}].

9.1 Rzad macierzy

Przez A" bedziemy oznaczaé i-ty wiersz, a przez A; j-ta kolumne macierzy A € M",,.

Definicja 9.2 Rzedem wierszowym macierzy A € M, nazywamy dim(A', A%,... A", a
rzedem kolumnowym nazywamy dim(Ay, As, ..., Ay).

Twierdzenie 9.3 Rzqd kolumnowy macierzy jest rowny jej rzedowi wierszowemu, dlatego
nazywamy go po prostu rzedem macierzy A i oznaczamy rz A

Przyktad 9.2: Rzad przyktadowej macierzy. Redukcja wierszowa, kolumnowa.

Fakt 9.4 1. zA =1z AT

2. Jezeli do dowolnej kolumny macierzy dodamy kombinacje liniowq pozostatych kolumn,
to rzqd macierzy sie nie zmieni.

3. Jezeli do dowolnego wiersza macierzy dodamy kombinacje lintowqg pozostatych kolumn,
to rzqd macierzy sie nie zmieni.

4. Jezeli dowolnie przemieszamy wiersze lub kolumny macierzy, to jej rzqd sie nie zmieni.

Przyktad 9.3: Pokazaé¢ powyzsze operacje na powyzszej macierzy.
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9.2 Mnozenie macierzy

Mnozenie macierzy to operacja, ktora przeksztatca dwie macierze o zgodnej strukturze w
jedna. Liczac od lewej, pierwsza macierz musi mie¢ tyle samo kolumn, ile druga ma wierszy.
Zatem jezeli A € M",, a B € MP,,, to A- B € M",, jest zdefiniowane wzorem

(A-BY) =3 ALB,.

k=1

Przyktad 9.4: A- B
A

Fakt 9.5 1. Mnozenie macierzy jest na ogot nieprzemienne, to jest zwykle A- B # B - A.

2. Mnozenie macierzy jest tgczne i rozdzielne wzgledem dodawania.

Definicja 9.6 Algebrg nazywamy przestrzen wektorowg M nad ciatem Kz dodatkowo okre-
slonym mnozeniem rozdzielnym wzgledem dodawania (A, B,C inM,«, 3 € K)

C-(aA+pB) = aC-A+pC-B
(A+pB)-C = aA-C+pB-C

1. Jezeli A- (B-C) = (A-B)-C, to algebra jest tgczna.
2. Jezeli A- B = B - A, to jest przemienna.

3. Jezeli istnieje element 1 € M taki, ze dla kazdego A € M zachodzi A-1=1-A= A,
to nazywamy go jednosciq (jedynkq) i mowimy o algebrze z jednoscig (jedynkq).

4. Jezeli element B algebry z jedynkq spetnia A-B = 1 to nazywamy go lewq odwrotnosciq
A.

5. Jezeli element B algebry z jedynkq spetnia B - A = 1 to nazywamy go prawq odwrotno-
Scig A.

0. Jezeli kazdy element algebry z jedynkqg M ma prawg @ lewq odwrotno$é, ktore sq sobie
rowne, to takq algebre nazywamy grupg.

Przyktad 9.5: Rozwazmy iloczyn w R? zdefiniowany jako

(x1,91) - (22,92) = (172 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)
Pokaz, ze daje to przemienna algebre z jedynka. Czy spotkates sie juz z ta algebra?

Przyktad 9.6: Zbiér macierzy M",, z mnozeniem macierzowym stanowi algebre z jedynka. Jedynka jest
macierz I o elementach danych delta Kroneckera §°; = 1 dlai = j i 0 dla i # j. Jezeli macierz A ma
odwrotnosé, B, to jest to lewa i prawa odwrotnosé, to jest A-B=B-A=1.

A

Grupy macierzowe — przyktady
rézne grupy macierzy. Jak to sie ma do analizy danych? modelowania? Moze falki? analiza
fourierowska?
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10 Odwzorowania liniowe

Macierze nie biorg sie znikad. Zwykle pojawiaja sie jako reprezentacje réznych obiektow, na
przyktad odwzorowan liniowych, w konkretnych bazach.

Definicja 10.1 Niech V,W bedq przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K. Odwzorowanie
F:V — W nazywamy lintowym, jezeli

F(’Ul + ’02) = F(’Ul) + F(Ug)
F()\Ul) = )\F(Ul)

dla vi,v5 €V, N € K.

Przyktad 10.1: Jako V wezmy przestrzen funkcji ciggltych na odcinku [—1,1], czyli V = C([-1,1]); W = R.
Odwzorowanie F(f) := f(0) jest liniowe.

Prayktad 10.2: Jako V wezmy zbior funkcji rézniczkowalnych na R, V' = C!(R), jako W = C(R) — przestrzen
funkcji ciagtych na R. Rozniczkowanie jest operacja liniowa: F(f) := f'.

Przyktad 10.3: Ktore z ponizszych odwzorowani jest liniowe?
Fl(l') = 21‘2, F2(x) =31+ 5, F3($) = 9.

A

Fakt 10.2 Weimy dwa odwzorowania liniowe F,G : V. — W 1 A € K. Wowczas F + G i@
AF' sq rowniez lintowe.

To znaczy, ze zbior wszystkich odwzorowan liniowych z V' w W tworzy przestrzen wekto-
rowa! Oznaczamy ja L(V, W'). Dwa specjalne przypadki maja specjalne oznaczenia: L(V, V) =
End(V) jest przestrzenia endomorfizméw przestrzeni V', a L(V, K) = V* jest przestrzenia
dualng do V.

Fakt 10.3 Niech V.W, U bedq przestrzeniami wektorowymi nad K. Jezelv F' 1V — U oraz
G : U — W sqg odwzorowaniami liniowymi, to takze ich ztozenie Go F : 'V — W jest
odwzorowaniem liniowym.

[wspohrzedne jako odwzorowania liniowe]

Fakt 10.4 Kazde odwzorowanie liniowe jest wyznaczone jednoznacznie przez swoje wartosci
na wektorach bazy.

Przyktad 10.4: a

10.1 Odwzorowanie odwrotne. Jadro i obraz odwzorowania.

izomorfizm!
str. 2628 PU



44

10.2 Macierze jako reprezentacje odwzorowania liniowego w bazie

Wezmy baze e = (eq, ..., e,) przestrzeni wektorowej V. Kazdy wektor v € V' mozemy jed-
noznacznie przedstawi¢ w bazie jako

v=ole; +viey + ... 0",.

Mozemy wiec reprezentowaé¢ wektor v przy pomocy jego wspolrzednych w bazie e, czyli tak:

Wezmy baze f = (f1,..., fm) przestrzeni W i liniowe odwzorowanie F : V — W. Wtedy
w = F(v) = F(v'e; + vy + ... 0", 1) = v' F(ey) + v*F(ey) + ... 0" F(ey)

Ostatnia rownos¢ bierze sie z liniowosci F'. Poniewaz F'(ey) jest wektorem w przestrzeni W,
mozemy go roztozy¢ w bazie f, co nam daje

F(ey) = [Fer)]' fi + [Fler)* fo + ...+ [F(en)]" fin
W takim razie, cate dziatanie operatora F' na wektor v mozemy zapisa¢ jako

F(v) = v'Fle)) +v*F(eg) +...v"F(e,)
= o ([Fle)]' i+ [Fle))Pfa+ ...+ [Fle)]" fm) +
+O*([Fe2)] i+ [Flea)P fo - 4 [Fle)]™ fin) +
+...
+0"([F(en)] fr + [Flea)* fo + .+ [Flen)]" fim)
— wlfl + w2f2 +.w o,

gdzie wspohrzedne w* wektora w dane sg iloczynem macierzy B, ktora jest reprezentacja
operatora F' w bazach e i f, i reprezentacji wektora v w bazie e. Macierz B to macierz o
elementach B'; = [F(e;)]’; bedziemy ja oznacza¢ przez [F]/.. Czyli

[F)) = [FV v
Fakt 10.5 1. [F+G)J. =[F)!.+[G)..
2. [\F). = A[F)7..

Zatem dziatania odwzorowari (operatoréw) liniowych w przestrzeniach wektorowych moz-
na reprezentowaé mnozeniem macierzowym!

Fakt 10.6 Jezeli e jest bazq V', f jest bazq U, a g jest bazg W, oraz F € L(V,U) a G €
L(U,W), to
(G o FJ5, = [G)4[F).
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10.3 Zamiana bazy

Wezmy dwie bazy e,é w V i dwie bazy, f, f w W. Zmiana reprezentacji odwzorowania
liniowego F' € L(V,W) jest realizowana przez ciag operacji:

[FlI = [Foldy]/.

= [F)e[ldy])%

= [ldy o F)! [Idv]ée
[ €

Idw ]! 7[F] ¢[1dv]

10.4 Uklady réwnan liniowych
str. 28-29, 33-34 PU

Zadanie 10.1: Rozwazmy przestrzen wektorowa wielomianéw stopnia co najwyzej 2 oraz nastepujaca baze
tej przestrzeni: ey = 1 — x, e = 1 + x, e3 = 22, Jak w tej bazie mozna zapisa¢ wektor (czyli w tym
przypadku wielomian) P(z) = 322 + 2z — 17
Rozwiazanie: musimy znalezé wspotezynniki (liczby) pi, pe, ps takie, ze P(x) = piej + paea+ pses. Robimy
to, poréwnujac wspoélczynniki przy kolejnych potegach z. Poniewaz wspoétczynnik przy 2 to ps, wiec ps = 3.
Aby znalez¢ p; 1 po zauwazmy, ze e1 +e2 = 2, a e — e; = 2x. Zatem P(x) = 3es + (e2 —e1) — %(61 + e2),
czyli P(z) = 3es + %62 — %el, p1 = —%, P2 = 3.
OdpowiedZ mozemy zapisaé nastepujaco:

gdzie symbol po lewej stronie oznacza macierz wektora P(z) w bazie e.
. S . . 2 0. 3 2
Zadanie 10.2: Obliczy¢ iloczyn macierzy C = AB, gdzie A = 13|t B= 9 1|

Rozwiazanie: macierze mnozymy korzystajac z reguty ,wiersz razy kolumna”, na przyktad w lewym gérnym
rogu macierzy C = AB bedzie stala liczba powstala z pomnozenia gornego wiersza macierzy A (2, 0) przez
lewa kolumne macierzy B (3, 2), to znaczy 2 -3 + 02 = 6. Pozostale elementy macierzy C' obliczamy
analogicznie, to znaczy:

c_[20][3 2]_[23+0-2 2.240-1]_[6 4
1321713432 12431 ] |9 5"

Zadanie 10.3: Zapisa¢ uktad rownan x +y = 5, 20 — y = 0 w postaci macierzowej. Zapisa¢ rozwigzanie
uktadu uzywajac macierzy odwrotne;j.

Rozwiazanie: uktad w postaci macierzowej to

AL

(Latwo sprawdzic¢, ze po wymnozeniu macierzy przez wektor dostaniemy wyjsciowy uktad réwnan.) Oznacz-
my macierz po lewej stronie przez A:
x 5
A = .
[ y ] [ 0 }

BRIt

1
3y ] , co mozna sprawdzié¢ obliczajac iloczyny AA~! i A1 A.
3

Woéwcezas rozwigzanie uktadu to

. Macierz odwrotna: A~! = [

(SN



46

Zadanie 10.4: Niech F' bedzie odwzorowaniem liniowym przestrzeni V wielomianéw stopnia co najwyzej
3 w przestrzein W wielomianéw stopnia co najwyzej 2. Odwzorowanie F' wielomianowi P(z) przypisuje
pochodng P’(x). Zapisa¢ macierz tego odwzorowania [F]/. w bazach e; = 1, ex = 2, e3 = 22, ¢4 = 2°
(baza V)i f1 =1, fa = x, f3 = 2? (baza W).

Rozwigzanie: szukana macierz bedzie miata cztery kolumny (wymiar V) i trzy wiersze (wymiar W). W
celu zapisania macierzy odwzorowania F' najpierw obliczymy jak dziata ono na wektory bazowe e;:

Fley) =(1)'=0,

Fle2) = (z) =1,
F(e3) = (%) =2z,
F(eq) = (2%) = 322
Kolumnami macierzy [F)f. sa wspotczynniki rozkladu (w bazie f) obliczonych powyzej wektorow F(e;)

do F(ey4), czyli (w tym przypadku, dla tej bazy f) po prostu wspolezynniki przy kolejnych potegach x.
Zatem:

0100
[Flfe=10 0 2 0
000 3

11 Rownania roézniczkowe

Roéwnania rézniczkowe to rownania, w ktorych wystepuja pochodne nieznanych i szukanych
funkcji. Pojawiajg sie w naturalny sposob jako modele matematyczne wielu zjawisk w przy-
rodzie i technice. Opisuja procesy deterministyczne, skonczenie wymiarowe i rézniczkowalne.

Proces nazywamy deterministycznym, jezeli jego przyszito$é jest jednoznacznie okreslo-
na przez stan obecny. Zbiér wszystkich mozliwych stanéw uktadu nazywamy przestrzeniag
fazowa. Proces jest skoniczenie wymiarowy, jezeli jego przestrzen fazowa jest skoriczenie wy-
miarowa. Rozniczkowalnosé oznacza, ze rozwiazania réwnania opisywane sa funkcjami roéz-
niczkowalnymi.

Na przyktad z punktu widzenia ruchu pocisku jego stan jest okreslony przez jego potoze-
nie w 3 wymiarach i predkosé. Czyli przestrzen fazowa pocisku jest szesciowymiarowa. Dla
elektrofizjologa stan kawatka btony komoérkowej aksona katlamarnicy mozna opisaé przy po-
mocy 4 parametréw: roznicy potencjatléw po obu stronach btony (V') i prawdopodobieristwa
otwarcia bramki w jednym z kanaloéw potasowych (n) i sodowych (m, h).

Ogolne réwnanie roézniczkowe n-go rzedu ma postaé

d"x

T f(t,z, dx/dt,... d""‘z/dt"")

[Mozna ogolniej: F(t,x,,dx/dt,... d"z/dt") = 0] Jezeli wprowadzimy zmienne

ry = X

xe = dx/dt

v, = d"'z/dt"?
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to powyzsze rOwnanie mozemy zapisa¢ w postaci wektorowej

dl’l

JE— — x

dt 2

dx

d—t’“ = 24 dlak=2,....n—1
dz,

P f(t,x,x0,...,2,)

11.1 Przyklady réwnan rézniczkowych

Przyktad 11.1: (Motywacja — skad sie bierze? Przeskoki miedzy stanami) Réwnanie kinetyczne

dm
— =a(l —m)—0Pm
jest rownowazne rownaniu
dm
T— =m—-m
dt >
[przeliczy¢. wyznaczyé T, moo|
Przyktad 11.2: Oscylator harmoniczny
dv
m— = —kx
dt
dr
da
inaczej
dv
— = —(k/mz=—-w’z
T —(m)
dx
= =
dt
Zwykle zbieramy wszystkie zmienne w jeden wektor x = [x1, o, ..., x,]. Wezmy 21 = x,20 = v. Wtedy
rOwnanie oscylatora przyjmuje postaé
d
—x =F(x
p (%)

Funkcja F oznacza pole wektorowe, ktore zadaje nasze réwnanie rézniczkowe. Wszystkie rownania réznicz-
kowe mozna sprowadzi¢ do takiej postaci. Zatem wystarczy nauczy¢ sie rozwigzywaé réwnania rézniczkowe
wektorowe stopnia pierwszego.

Pole wektorowe dla oscylatora harmonicznego

F([0])= [

pokazane jest na rysunku []. Strzatki pokazuja kierunek i wielkosé¢ wektora F w danym punkcie. Rozwiazania
rownania dla danego warunku poczatkowego to krzywe na plaszczyznie fazowej, w kazdym punkcie styczne
do pola F.

Przyktad 11.3: Rownanie rézniczkowe wahadta wymuszonego z ttumieniem

d*z . dx
i —(g/1)sin(x) — T + Acos(Qt)

czyli
dv 5 .
— = —w“sin(x) —yv + Acosf
dt
dx
a
do
— = Q

dt
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Przyktad 11.4: Rownania Lorentza

dX
E = —O'X + O'Y
ay
— = —XY+rX-Y
7 +r
az = XY -bZ
dt
gdzie 0 = 10,b = 8/3,r = 28.
Przyktad 11.5: Roéwnania Hodgkina-Huxleya
c ﬂ = —ipy+ E
dt " A
im = grn(V—ErL)+gxn*(v— Ex) + gnam®h(V — Eng)
dn
il an(V)(1=n)—=6.(V)n
dm
i am (V)1 =m) = Bn(V)m
dh
== an(V)(=R) = (V)R

gdzie funkcje «, 8 sa zadanymi funkcjami potencjatu V.

Przyktad 11.6: Rownania Fitzhugh-Nagumo

dVv
dw
— = bV — cw.
7 V —cw

np. a = +£0.1,b = 0.01,c = 0.02
Przyktad 11.7: Rownania Lotki-Volterry (problem drapieznik-ofiara)

d

% = ovfm
dy

] = — 5
I Yy + oxy

x — ofiara, y — drapieznik

Przyktad 11.8: Trajektoria pocisku

11.2 Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Rozwiazywanie réwnan rézniczkowych sprowadza sie do catkowania. W jednym wymiarze
jest to (koncepcyjnie) bardzo proste.

Przyktad 11.9: Roéwnanie kinetyczne

dm
T— =m—-m
dt >
rozwiazujemy calkujac obie strony.
dm o dt
m-—me T
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ln(m—moo)%[l) = _|t1

In(my — meo) —In(mg —mos) = (t1 —to)/7
mi; — Mo
n LT Mo gy
e (tv —to)/7
mi — Moo t1 —to
—— = exp( )
mo — Moo T
t1 —to
My — Moo = (Mg — Moo)exp( )
t—t
m(t) = Moo+ (Mo — Miog) exp(—)

A

W wicgkszej liczbie wymiarow jest trudniej, bo kiedy catkujemy po jednej zmiennej, druga
zmienna tez si¢ zmienia. Nie mozemy wiec najpierw rozwigza¢ jednego réwnania, a potem
drugiego: musimy robi¢ to rownoczesnie.

Ogolnych metod catkowania réwnan rézniczkowych nieliniowych stopnia wyzszego niz
jeden nie ma. Sa pewne szczegblne rownania, ktore daje sie rozwiazaé, dla niektérych moz-
na znalezé¢ szczegodlne rozwiazania. Jedyna klasa rownan rézniczkowych dla ktorych istnieje
solidna i ogblna teoria sg rownania liniowe, jednorodne i niejednorodne. My ograniczymy sie
tutaj do najprostszej klasy.

*Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan - nie.

11.3 Roéwnania liniowe o stalych wspoélczynnikach

Roéwnanie oscylatora harmonicznego

d
d—z = —uwir
dx
- — v
dt
moge zapisa¢ w postaci
d
pre Ax (2)
gdzie
o
X =
v
zas
0 1
A o)

Rownania, o ogolnej postaci (2), gdzie wektor x € R™ nazywamy réwnaniami liniowymi
jednorodnymi. Réwnania niejednorodne maja jeszcze jeden dodatkowy czton:

d

—x =Ax+x 3

g : 3)
Co to znaczy, ze funkcja x = x(t) jest rozwiazaniem réwnania (2)? To znaczy, ze jak

policze pochodna wektora x(t) to wyjdzie mi tyle samo, co gdybym pomnozyt ten wektor

przez macierz A.
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Ogolne twierdzenie méwi, ze rozwigzania takich réwnan dane sa w postaci x(t) = eMx,

gdzie \ € C jest stala zespolona, a X jest stalym wektorem.
Podstawiajac powyzsze zgadniecie do réwnania oscylatora harmonicznego otrzymujemy
[uzupetni¢|

11.4 Inne zagadnienia

Roéwnania nieliniowe
Chaos deterministyczny w réwnaniach rézniczkowych

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne i czastkowe Pelna nazwa rownan rézniczkowych,
ktore omawialiSmy do tej pory, to w istocie rownania roézniczkowe zwyczajne. Sa jeszcze
bardziej ztozone réwnania rézniczkowe, zwane czastkowymi. R6znig si¢ tym od zwyczajnych,
ze wystepuja w nich pochodne czastkowe. Pochodne czastkowe to pochodne funkcji wielu
zmiennych w kierunku jednej ze zmiennych.

Przykltad: wezmy funkcje f = f(z,y). Mozemy ja zrézniczkowaé po x lub po y. Piszemy

wtedy np.
of of 0*f
ox’ Oy’ Oyox’
Teoria tych pochodnych nie jest wiele trudniejsza niz w jednym wymiarze, ale omdéwienie
analizy wielowymiarowej jest istotnie bardziej zlozone niz w jednym wymiarze, dlatego ja
pomijamy.
Przyktad réwnania rézniczkowego czastkowego w 3 wymiarach:

0?V N 0?V N 82V) oV
ox2  Oy? 0227 "ot

2N(
(rownanie dyfuzji, np. neuroprzekaznika w przestrzeni synaptycznej).

11.5 Cwiczenia
1. Wahadlo.

(a) zacznij od zerowego ttumienia i wymuszania. Co obserwujesz? Czy tego sie nalezy
spodziewac?

(b) Co sie dzieje kiedy dotozymy ttumienie? Jak ksztalt oscylacji zalezy od sity thu-
mienia?

(c) Co sie dzieje, kiedy zaczniemy uktad wymusza¢? Przyjmij stale parametry wa-
hadta i ttumienia i eksperymentuj z wartosciami amplitudy i czestos$ci ttumienia.
Co obserwujesz dla réznych parametrow? Przyjmujemy parametryzacje:

w = 1,

v = 1/q, q=2
0 = 2/3,

A 0.5 do 1.5
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2. Rownania Fitzhugh-Nagumo. Zbadaj jak czesto$é oscylacji zalezy od wartosci wstrzy-
kiwanego pradu.

3. Rownania Lotki-Volterry.

12 Procesy stochastyczne

Omoéwilismy modele ewolucji deterministycznej, czyli uktady dynamiczne z czasem dyskret-
nym — iterowane funkcje — oraz uklady dynamiczne z czasem cigglym, czyli rownania
rozniczkowe zwyczajne. W wielu sytuacjach jednak mamy do czynienia ze zjawiskami “lo-
sowymi”’, w ktorych nawet koncepcyjnie trudno jest przewidywaé precyzyjnie przyszly stan
uktadu. Czesto jednak mozemy budowaé dla takich sytuacji precyzyjne modele zmian praw-
dopodobieristwa tego, ze uktad znajdzie si¢ w danym stanie. Modele takie nazywamy proce-
sami stochastycznymi.

Proces stochastyczny nazywamy funkcje losowa X (¢). Parametr ¢t moze by¢ ciagly, np.
t € Rlubt € Ry, lub dyskretny, np ¢ € N. Przestrzen stanéw przyjmowanych przez zmienng
losowa w danym czasie moze by¢ rowniez ciggta lub dyskretna. Najprostsze procesy stocha-
styczne to tak zwane tanicuchy Markowa. Zacznijmy od prostego przyktadu.

Przyktad 12.1: [The School Mathematics Project(1986-1988), vol. III, pp 410-412] Laricuchy Markowa.

Ze stolowki pracowniczej kazdego dnia korzysta 320 oséb. Do obiadu mozna sobie wzigé albo herbate albo
kawe. Sposrod tych, ktorzy pewnego dnia biorg herbate, 10% decyduje si¢ na wziecie kawy nastepnego dnia.
Niestety kawa jest gorsza: 40% sposrod tych, ktorzy biorg ja pewnego dnia, decyduje sie na zastapienie jej
herbata w dniu nastepnym.

1.Jesli w poniedzialek herbate pije 160 os6b i 160 0s6b pije kawe, to sprawdz za pomoca obliczen, ze
we wtorek herbate pije 208 o0sob, a kawe 112 os6b. Oblicz ile oséb pije herbate i ile kawe w §rode,
czwartek i w piatek.

2.Czy proporcja wyrazajaca pijacych herbate do pijacych kawe wydaje sie stabilizowa¢? Czy mozna
bytoby odgadnaé jaka byltaby to proporcja? Jaka liczbe herbat nalezaloby wtedy dostarczaé?

herbata 160
kawa 160

0,9 0,4 160
0,1 0,6 160 /-

Wyjadnij, jakie znaczenie maja poszczegdlne liczby macierzy
0,9 0,4
P= ( 0,1 0,6 )

4.0blicz P?, P31 P*(= Q). Sprawdz, ze w piatek wektor spozycia jest rowny Q- (

3.W poniedzialek wektor spozycia < > reprezentowany jest przez < > Pokaz, ze wtor-

kowy wektor spozycia réwny jest

160

160 ) . Jak mysélisz,

czy P™ dazy do jakiej$ granicy?

5.Wykaz, ze jezeli U = < 411 _11 >, to PU=U ( (1) 005 ) = U-D (litera D oznaczyliSmy te ostatnia

macierz).

6.Jezeli P zapiszemy jako UDU ™!, to czym jest P"? Co jest granica macierzy D", gdy n — oo? Co
jest zatem granicg macierzy P™, gdy n — co? Czy zgadza sie to z odpowiedziami do zadan 2 i 47
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7.Jesli sytuacja po ustabilizowaniu si¢ osiaga stan réwnowagi okreslony przez wektor ( K >, to

P( g ) = ( g ) Korzystajac z tego réwnania oblicz wektor ( IZ ); poréwnaj z zadaniem

AN

Rozwazmy uktad, ktory ma kilka stanéw, od 1 do n. Przypusémy, ze prawdopodobieristwo
pjk Przejscia ze stanu j do stanu k nie zalezy od czasu w ktérym nastepuje przejscie a jedynie
od tego, w jakim stanie uktad znajduje si¢ aktualnie. Taki proces zmiany stanéw nazywamy
tanicuchem Markowa. Jezeli

Gdybysmy omoéwiony powyzej przyktad potraktowali w sposéb probabilistyczny, to jest
przyjeli, ze osoba bioraca herbate w jednym dniu, z prawdopodobieristwem 10% wezmie kawe
dnia nastepnego, itd., wowczas mamy do czynienia z tancuchem Markowa.

Rozwazmy inny przyktad taricucha Markowa (procesu stochastycznego z czasem dyskret-
nym bez pamieci). Rozwazmy czasteczke skaczaca po prostej. W czasie t = 0 czasteczka
znajduje sie w punkcie z = 0. W kazdym kolejnym kroku skacze o 1 w lewo lub w pra-
wo z prawdopodobienstwem 1/2. Jezeli przez Y,, oznaczymy zmienna losowa oznaczajaca
przesuniecie czasteczki w n-tym kroku, a przez X, jej potozenie po n krokach, to Xy = 0,
X, = X1+ Y, Jezeli zapytamy teraz o polozenie czasteczki w funkcji czasu, to jest ono
funkcja losowa, a wiec okresliliSmy znowu proces stochastyczny. Poniewaz polozenie czastecz-
ki moze si¢ zmienia¢ tylko o 1 w kazdym kroku, mamy do czynienie z procesem w czasie
dyskretnym i z dyskretna przestrzenia stanéw. Gdyby prawdopodobienistwo przesuniecia Y,
byto dane rozktadem ciaglym, np. rozktadem Gaussa P(Y,) = ﬁ exp[—Y;?/20?], wowczas
mieliby$Smy do czynienia z procesem stochastycznym z czasem dyskretnym i ciggta prze-
strzenia stanow, gdyz potozenie czasteczki w czasie n przyjmowatoby dowolne wartosci z R.
Procesy opisujace takie skaczace czastki nazywamy btadzeniem przypadkowym, po angielsku
random walks. Uzywane sa jako modele koncepcyjne wielu zjawisk, np. zmiany potencjatu
blonowego na skutek pobudzania przez wiele wejé¢ od innych komérek mozna modelowaé ja-
ko btadzenie przypadkowe (aktywne wejscie pobudzajace — depolaryzacja, wejscie hamujace
— hiperpolaryzacja).

Jezeli liczba stan6w procesu nie jest skoriczona, albo proces zachodzi w czasie ciaglym,
ale dalej prawdopodobienstwo zmiany stanu zalezy wytacznie od stanu obecnego (nie zalezy
od historii), bedziemy mo6wi¢ nie o tancuchu, ale o procesie Markowa. Lancuchy Marko-
wa sg szczegblnym przypadkiem procesow Markowa. Bladzenie przypadkowe z gaussowskim
rozktadem przejscia jest przyktadem procesu Markowa. Innym przyktadem obserwowanym
w przyrodzie jest proces losowego otwierania i zamykania si¢ kanaléw jonowych w blonie
komorkowej. W danej chwili kazdy kanat jest albo otwarty, albo zamkniety. Plynacy przez
niego prad wynosi gP(V — E), gdzie E jest potencjalem odwrocenia, g jest przewodnoscia
otwartego kanatu, P okresla stan kanatu — zamkniety (0) lub otwarty (1), V' to potencjal
blonowy.

Kiedy mamy populacje kanatow o takich samych wlasnosciach, z ktorych kazdy otwiera
i zamyka sie niezaleznie od pozostatych, prad ptynacy przez btone jest proporcjonalny do
liczby otwartych kanatow N i wynosi

[ = Ng(V —E).

Liczba otwartych kanatow w kazdej chwili czasu jest zmienna losowa, zatem N (t) jest funk-
cja losowa. Jezeli wielokrotnie powtoérzymy doswiadczenie lub symulacje, za kazdym razem
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Rysunek 6: Otwieranie i zamykanie sie kanatu jonowego w blonie komérkowej(Hille 1992, za
Dayanem i Abbottem, rozdz. 5, rys. 7).

dostaniemy inny przebieg tej funkcji. Takie pojedyncze przebiegi nazywamy realizacjami
procesu stochastycznego albo funkcjami prébnymi.

Dla ustalenia uwagi rozwazmy jeden z najprostszych kanatéw jonowych, kanal potaso-
wy K. Ten kanal sktada sie z 4 podjednostek (bramek) i otwarty jest tylko wtedy, kiedy
wszystkie 4 bramki sa otwarte. Czyli mamy pie¢ stanéw kanatu numerowanych liczbg otwar-
tych bramek od 0 do 4 (+1). Opisa¢ dynamike takiego kanalu mozemy przy pomocy rownarn

05pA

1 channel

10 ms
< <
n o
Te]
10 channels 100 channels

Rysunek 7: Prad plynacy przez btone komoérkows przy rosnacej liczbie kanatéw jonowych
(Dayan i Abbott, rozdz. 5, rys. 12). [Docelowo zmieni¢ na wtasny.]

kinetycznych na prawdopodobieristwa pj, znalezienia uktadu w danym stanie k (patrz rysu-

nek 7):
p1
P2
P3
P4
s

Brp2 — 4aupy
4oppr + 28,03 — (Bn + 30 p2
3anpa + 30npa — (28, + 203
20,3 + 48ups — (380 + ) pa
nps — 48nps.

Tylko kiedy kanat znajduje si¢ w stanie 5 przewodzi prad. W praktyce mozemy tu réwniez
modelowaé otwieranie i zamykanie si¢ populacji bramek

n=/0(1—=n)—a,n
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Wtedy prawdopodobienistwo otwarcia kanatu (przy zalozeniu niezaleznosci bramek) wynosi
n* i odpowiada to ps (analogicznie p; = (1 —n)?, itd.).

Kiedy liczba kanaléw w modelowanym/badanym kawalku btony rosnie, wowczas prad
wyliczany z rownan

I = n*'g(V-E)

n = Bu(1—n)—a,n
jest coraz blizszy rzeczywistemu pradowi
I=Ng(V—E).

To byl przyktad procesu stochastycznego z czasem ciaglym i dyskretna przestrzenia stanow
(P — kanal otwarty lub zamkniety; liczba otwartych bramek od 0 do 4; liczba otwartych
kanatow od 0 do Nyax)-

Typowe pytania w badaniu proceséw stochastycznych dotycza wartosci srednich. Kazda
realizacja takiego procesu, czy obserwacja jednego przebiegu w przyrodzie, jest rézna od
kolejnej. Dlatego wartosci $redniego stanu, typowego odchylenia od S$redniego stanu, itd.,
w ogblnosci badanie rozktadow prawdopodobienstwa stanéw w danej chwili czasu, jest naj-
praktyczniejsza informacja jaka mozemy dostac.

Na zakonczenie rozwazmy najprostszy przyktad procesu punktowego zwanego procesem
Poissona. Procesy punktowe to takie procesy, ktorych realizacje sktadaja sie ze zbioréow dys-
kretnych zdarzen w czasie lub przestrzeni. Moga to by¢ na przyklad czasy rozpadu czasteczek
w probee materiatu radioaktywnego, czasy wytadowan (iglic) komorki nerwowej, czasy kolej-
nych potaczen klientéw z biurem obstugi klienta, albo polozenia na mapie centréow trzesien
ziemi.

Proces Poissona okreslamy przez stala A, o wymiarze [t] ™!, nazywana czestoscia generacji
zdarzen. Niech N(t1,ty) bedzie liczba wszystkich zdarzen w czasie od t; do ty, czyli N(t, ¢+
At) jest liczba zdarzen w czasie At po czasie t. Proces Poissona to taki proces stochastyczny,
ktory spelnia nastepujace warunki:

prob(N(t,t+ At) =0) = 1—X-At+ o(At)
prob(N(t,t + At) =1) = X-At+o(At)
prob(N(t,t + At) > 1) = o(At)

Wyrazenie o(At) oznacza funkcje zbiegajace do 0 szybciej niz At (dla nas: pomijalne). Za-
ktadamy tez, ze N(t,t+ At) nie zalezy od wydarzen w czasie przed t.

Nazwa proces Poissona bierze si¢ stad, ze w dowolnym przedziale czasu (¢, t+h] liczba zda-
rzeri ma rozktad Poissona o $redniej A-h. Rozktad Poissona dany jest wzorem Py (n) = %A".
[Rysunek| Z kolei rozklad przedzialéw miedzy kolejnymi wydarzeniami jest wykladniczy:
p(z) = e 7.

Przyktad: teoria kolejek (call center).

Popularnym procesem stochastycznym definiowanym przez $rednie wtasno$ci w danym czasie
i przez korelacje jest bialy szum. Jest to proces n(t), ktorego wartosé¢ srednia (po realizacjach) w
kazdym czasie jest 0:

{n(t)) =0

a korelacje miedzy czasami sg 0 dla réznych czasow i o2 dla tego samego czasu:

(n(t)n(t)) = 0
(nt)? = o’
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o opisuje wielkos¢ fluktuacji. Charakterystyczna cecha bialego szumu jest ptaskie widmo mocy

_ / dr(n(t)n(t + 7)) = o2,

13 Analiza fourierowska

13.1 Szeregi Fouriera

Zatozmy, ze funkcja f(x) jest okresowa o okresie 2[, tzn. f(z) = f(x + 2[) dla dowolnego z.
Wystarczy wowcezas znaé¢ wartosci tej funkeji na przedziale o dtugosci 21, np. = € [—1,1].
Zdefiniujmy nastepujace wspotczynniki a,,, b,:

an l/ cos@dz n=20,1,2,...

nmwx

b, l/ f(z sin—dx n=12,...

O wspolczynnikach a,,, b, mozna mysle¢ jako o wspdtczynnikach rozktadu funkcji f(x) w
bazie zlozonej z coraz bardziej zageszczonych sinusow i kosinusow.

Jedli funkcja f(z) jest ciaglal, to mozemy ja przybliza¢, biorac kombinacje liniowe ko-
lejnych, coraz bardziej zageszczonych, sinuséw i kosinuséw. Scigle rzecz biorac jest wowczas
zbiezny nastepujacy szereg:

—I— Z (an cos L 4 b, sin #) : (4)

Szereg ten nazywamy szeregiem Fouriera funkcji f(x).

Jesli funkcja f(x) jest parzysta, to b, = 0, za$ jesli jest nieparzysta, to a, = 0.
Roéwnanie 4 mozna zapisaé¢ w zwiezlejszej postaci, uzywajac symbolu € = cos x + i sin x:

(o @]
Z”H/Trfl?
:E cpet .
—00

W tym réwnaniu wspoélezynniki ¢, sa liczbami zespolonymi zdefiniowanymi jako

n 2z/ dr .

Zespolone wspotczynniki ¢, niosa te sama informacje co rzeczywiste a, i b,. Zachodza
miedzy nimi zwiazki:

1 1 1
Co =500, Cn = §(an—ibn)> Con = Q(an+ibn)a n=12...
Wielkos¢ A, = 2|c,| = a? + b2, zdefiniowana dla n > 0, nazywamy amplitudowym

widmem mocy (czasami definiuje sie je bez czynnika 2). Wielkosé ta mowi, jak silna jest
sktadowa o danej czestosci.

W istocie wystarczy, aby f(x) spetniala pewne stabsze warunki, ktore mowia, czy jest ,wystarczajaco
porzadna’.
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13.2 Transformata Fouriera

Powyzsze rozwazania dotycza funkcji okresowych. Okazuje sie jednak, ze mozna je uogélnicé
na funkcje, ktore nie sa okresowe. Mozna zdefiniowa¢ operacje — transformate Fouriera
— ktora niekoniecznie okresowej funkcji f(x) przypisuje funkcje F'(k). Funkcja F'(k) jest
uogblnieniem wspotczynnikoéw ¢, szeregu Fouriera.

13.3 Dyskretna transformata Fouriera

W praktycznej analizie sygnaléw mamy najczeSciej do czynienia ze skonczonym ciggiem
danych (wartosci pomiaréw) ho, hq, he, ... hy_1; moga to byé¢ np. wartosci sygnalu sprob-
kowanego z okre$long czestoscia. Rowniez i w tym przypadku mozna zastosowaé¢ analize
fourierowska, to znaczy roztozy¢ ciag danych w bazie funkcji oscylujacych. Odpowiednie
wzory maja postac:

N-1 2mikn
—ZTIRT
> hae H

H, =
n=0
N-1 ik
TIRT
hn = Z er N
k=0

Pierwszy z powyzszych wzoréw mozna interpretowaé¢ jako obliczanie wspotczynnikow roz-
ktadu (analogicznych do ¢, ), za$ drugi — jako sktadanie wyjsciowego wektora danych h,, z
wektoréw bazowych e "N ze wspotezynnikami Hy. Modut wspoétezynnikow Hy jest zwiazany
z amplitudowym widmem mocy sygnatu?.

2Uwaga: obliczenie po prostu |Hy| jest zwykle ztym sposobem szacowania zawartosci danej czestosci w
sygnale.
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Funkcja § Diraca

Czesc 1V
Na razie odlozone

Odwrotnos¢ odwzorowania liniowego i zwigzane wyniki. Zwiazki z wyznacznikami ponizej!

Wyznaczniki. Potrzebne do wielomianu charakterystycznego. Wartosci i wektory wtasne
mozna wprowadzi¢ niezaleznie? Przy wielowymiarowym catkowaniu do zamiany zmiennych.
Jezeli wprowadzaé, to pewnie w 2 i 3 wymiarach. Przy ogélnej definicji musimy powiedzie¢
co$ o grupie permutacji? Ewentualnie przez rozwiniecie Laplace’a?

14 *Struktura odwzorowania liniowego

Wektory i wartosci wtasne operatora (macierzy). [Twierdzenie Cayleya-Hamiltona. Kano-
niczna postac¢ jordanowska macierzy. |

Zasadniczo kluczowe pojecia, ale mozna je odlozy¢ do ukladéw liniowych réwnan roz-
niczkowych pierwszego rzedu (7).

15 *Przestrzenie dualne?

Formy biliniowe? kwadratowe?

16 Przestrzenie z iloczynem skalarnym

loczyn skalarny i metryka — kluczowe pojecia. *Przestrzenie unitarne?

17 Ciagi i1 szeregi funkcyjne

Szereg Taylora. Rozdziat 7,8 Rudin

18 Funkcje wielu (np. dwodch) zmiennych

Rozdzial 9 Rudina do (bez!) form rézniczkowych.

19 Liczby zespolone 2

Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna. Funkcje trygonometryczne. Szeregi Fouriera. Rozdziat

8 Rudin



20 Notatki

PU - skrypt Pawta Urbanskiego do Algebry

o8
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Zadania, seria 1

Termin oddania: 16.10.2007
Nalezy odda¢ rozwigzane zadania nr 1(b,e,f), 2(a lub b, ¢ lub d), 4, 5, 8b, 9 (a,c)

1. Rozwiaz tam gdzie to mozliwe: (i) w liczbach naturalnych, (i) w liczbach caltkowitych
(iii) w liczbach wymiernych nastepujace rownania:

3. Znajdz liczbe zespolona a + bi taka, ze (a + bi)(3 — 2i) = 1.

4. Znajdz rozwiazanie rownania (3 — 2i)z = 5 + 1.

)
5. Przedstaw —— taci di.
rzedstaw 3T 4 W postaci ¢ + dr

6. Dla liczb zespolonych z zadania 2 oblicz z1/zs, 21/23, 23/24. Wyniki podaj w postaci
¢+ di.
7. Jesli a + bi = ¢+ di, gdzie a, b, ¢, d sa liczbami rzeczywistymi, to a — ¢ = i(b — d) oraz
(a —c)? = —(d — b)%. Co mozna z tego wywnioskowac?
8. Jak wiemy, suma pierwiastkéw rzeczywistych réownania az? + bxr + ¢ = 0 wynosi —3
a ich iloczyn £. Rozwiaz nast¢pujgce réwnania i w kazdym przypadku znajdz sume i
iloczyn odpowiadajacych im pierwiastkow. Czy dla pierwiastkoéw zespolonych powyzsze
wzory tez maja zastosowanie?
(a) 22+7=0
(b) 22 +42+29=0
(c) 22 +6x+4=0



10.

11.

12.
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(d) 222 =5z +3=0

(e) 42?2 +122+9 =0
Znajdz rownania kwadratowe o pierwiastkach
(a) 6 42,6 —2i
(b) 3t +4,3i — 4
(¢) 5—3i,2—Ti
(d) 1—4i,1+4i

Jezeli a + bt jest jednym z pierwiastkéow réwnania kwadratowego o wspotezynnikach
rzeczywistych, to co mozna powiedzie¢ o drugim pierwiastku?

Dowiesé tozsamodci

Prd=(z-1-)(z-1+)(z+1+i)(z+1-1)

Dla jakich liczb rzeczywistych x i y zachodzi réwnosé

(z—4)+(y—1)i

— 25
1+i !
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Zadania, seria 2

Termin oddania: 23.10.2007
Nalezy odda¢ rozwigzane zadania nr 1, 2, 3(a,d).

1. Obliczyé (wszystkie) pierwiastki czwartego stopnia z liczby zespolonej 2v/2 + 2v/2i.
Uwaga: wynik mozna zapisa¢ uzywajac funkcji sin i cos.

2. Niech funkcja f : [0,1] — [1,2] (okreslona na przedziale [0, 1] i przyjmujaca wartosci
réwniez w przedziale [1,2]) bedzie dana wzorem f(x) = 22 + 1. Czy funkcja ta jest
surjekcja? iniekcja? bijekcja? Jakim wzorem bedzie dana funkcja, ktorej wykres jest
przesuniety o a = 3 w lewo od wykresu funkcji f7

3. Obliczy¢ granice ciaggu o wyrazie ogdlnym

n

(a) u, = o

(b) u, = =3
(c) un = 24
(d) u, =2 — %
() un = 525
(f) un = 32?24

4. Obliczy¢ granice ciagu. Wskazéwka: skorzystaé¢ z wzoru a? — b? = (a + b)(a — b).

(a) up =vn? +n-—n
(b) up=vn+2-yn

5. Udowodnié, ze ciag u,, = n"—,'l jest zbiezny do zera.



Zadania, seria 3

Termin oddania: 20.11.2007
Nalezy odda¢ rozwiazane zadania nr 1, 3, 4, 5.

1. Obliczy¢ granice
2. Obliczy¢ granice

3. Obliczy¢ pochodne funkcji:
) 3+ 22% — 3z + 4

b) 2\/x 4+ sinz — cosx

(C) z3—1

(d

a

(
(

m2+m+1

) 2+sm T

4. Obliczy¢ calke nieoznaczona:

/(5x2—6x+3+%)dx
T
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5. Obliczy¢ pole figury ograniczonej osig x, prostymi x = 2 i x = 4 oraz wykresem funkcji

y=a3—2.
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Zadania, seria 4

Termin oddania: 18.12.2007

1. Rozwazmy przestrzenn wektorows wielomianéw stopnia co najwyzej 2. Ktory z poniz-
szych dwoch zestawdéw wektorow jest baza tej przestrzeni?

e =z, eo=T+5, e3 =2+ 1

fi=z,  fo=2z+5, fs=x-5
Zapisa¢ wektor P(z) = 32? — 2z + 7 w tej bazie.

2. Obliczy¢ iloczyn macierzy

1100 11 00
1200 13 00
0031 00 12
0011 00 -3 1
3. Wykonaé¢ dzialanie:
3020 ;jf -2 0 -3
0121 1 1 o|f| 0 6 -3
2300 5 o 1 5 -2 8

4. Zapisa¢ uktad réwnan w postaci macierzowej i rozwiaza¢ go, znajdujac macierz od-
wrotng:

3+ 2y =
x—y = 9

Jakie bedzie rozwiazanie, jesli po prawej stronie zamiast 7 bedzie 5, a zamiast 9 bedzie
37 A jesli zastapimy je dowolnymi liczbami a i b7
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Materialy do egzaminu

Lista poje¢, ktore trzeba znaé, rozumie¢ i umieé stosowaé oraz elementarne pytania. Do
kazdego pojecia nalezy zna¢ ilustrujacy je przyktad.

liczby naturalne, catkowite, wymierne, niewymierne, rzeczywiste, zespolone, ich sym-
bole, w jakim zbiorze mozna rozwiaza¢ dane réwnanie kwadratowe, dziatania w zbiorze
liczb zespolonych (+, —, -, /), wlasnosci tych dziatan, czesé rzeczywista, urojona liczby,
liczba sprzezona, modut, argument liczby, interpretacja liczb zespolonych jako punktow
na plaszczyznie, pierwiastki z jedynki (liczbowo i geometrycznie).

co to jest funkcja, odwzorowanie, dziedzina, przeciwdziedzina funkcji, wykres funke;ji,
monotoniczno$é, funkcja rosngca, malejgca, nierosngca, niemalejaca, okresowa, parzy-
sta, nieparzysta, poda¢ przyklady na te wlasnosci, przeksztatcenia wykresow — prze-
suniecia w prawo, lewo, gore, dot; skalowanie, obraz funkcji, przeciwobraz, bijekcja,
surjekcja, injekcja, f. r6znowartosciowa, f. odwrotna, jak narysowaé¢ wykres funkeji od-
wrotnej majac dany wykres funkcji, na jakim zbiorze mozna okresli¢ funkcje odwrotna,
relacje, rownoliczno$é zbiorow, moc zbioru, moz zbioréw nieskoniczonych.

co to jest ciag, ciag liczbowy, czy moze by¢ ciag nieliczbowy? przyklad, granica cig-
gu, ciagg zbiezny, rozbiezny, twierdzenie o trzech ciagach, podciagi, granica podciagu,
granica gorna i dolna, punkt skupienia, szereg, szereg zbiezny, szereg geometryczny,
kryteria zbieznosci (d’Alemberta, Raabego), zbieznos¢ warunkowa i bezwzgledna, kry-
teria zbieznosci szeregow, liczba e.

granica lewo-, prawostronna funkcji, granica funkcji, granice nieskoriczone, granice w
nieskoniczonosci, granice funkcji od dwoch funkeji (f £ g, f - g, f/9g, f(g(x))), funkcja
ciagta w punkcie, na zbiorze, funkcja ciggta, rodzaje nieciggtosci.

co to jest rozniczkowanie, pochodna w punkcie, interpretacja geometryczna, wspotczyn-
nik kierunkowy prostej, funkcja pochodna, rézniczkowalnosé a ciagtosé, przyktad funk-
cji ciaglej ale nier6zniczkowalnej, pochodne funkeji elementarnych, pochodne funkeji od
dwoch funkeji (f+g, f-g9, f/9g, f(g(x))), pochodne wyzszych rzedéow, przykltad, notacja
f I %, o), g—[; funkcja ciagta, rézniczkowalna, rozniczkowalna n-krotnie, gltadka.

catka z funkcji na przedziale, interpretacja geometryczna, konstrukcja catki, zamiana
granic catlkowania, catkowanie funkcji o zmiennym znaku, zwiazek catki z pochodna,
funkcja pierwotna, calka nieoznaczona, catka nieoznaczona a oznaczona, wtasnosci ca-
tek nieoznaczonych, catki z funkcji elementarnych, zastosowania geometryczne caltki:
obliczanie objetosci bryt, dtugosci tuku; catkowanie przez czesci i przez podstawienie,
catkowanie funkcji nieograniczonych, catkowanie po nieskonczonym zbiorze,
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