MODELOWANIE RZECZYWISTOSCI

Daniel Wojcik

Instytut Biologii Doswiadczalnej PAN
Szkota Wyzsza Psychologii Spotecznej

d.wojcik@nencki.gov.pl
dwojcik@swps.edu.pl

tel. 022 5892 424

http://www.neuroinf.pl/Members/danek/swps/


mailto:d.wojcik@nencki.gov.pl
mailto:dwojcik@swps.edu.pl

Podrecznik Iwo Bialynicki-Birula

lwona Biatynicka-Birula

modelowanie
rzeczywistosci

|ak w komputerze
Sig swiat.

lwo Biatynicki-Birula
lwona Biatynicka-Birula

Iwo Bialynicki-Birula
Iwona Biatynicka-Birula

OD GRY W ZYCIE CONWAYA
PRZEZ ZUKA MANDELBROTA
DO MASZYNY TURINGA

Modeling Reality

HOWCOMPUTERS MIRROR LIFE

Wi wnichas
Mauskoeo-Technizne



Deterministyczne czy losowe?

» Uktad deterministyczny to taki, ktorego
przyszty stan jest jednoznacznie okreslony
przez stan obecny.

» Uktad losowy to taki, ktory nie jest
deterministyczny.

« UWAGA: jezeli uktad jest losowy, to nie
Znaczy, ze nie rzagdzg nim zadne prawa, lub
Ze nic nie potrafimy powiedziec o jego
przysztym stanie!



Deterministyczne czy losowe?

* Gra w zycie — przyktad uktadu
deterministycznego

* \W bardzie| ztozonych modelach
rzeczywistosci nasza wiedza o badanym
uktadzie jest czesto niepetna.

 Musimy korzystac wtedy
z teorii prawdopodobienstwa



Deterministyczne czy losowe?

» Starozytni Grecy oddzielali zjawiska, ktore
podlegaty prawom Natury od zjawisk
przypadkowych.

* Dzisiaj wiemy, ze zjawiska przypadkowe
czesto majg deterministyczne przyczyny.

* \W praktyce nie ma to jednak znaczenia, bo
nie mozemy zgromadziC potrzebnej
iInformacji, ani jej przetworzycC



Przyktad: gaz w naczyniu

» Gaz sktada sie z czgsteczek, ktorych prawa
ruchu znamy dobrze.

» Znajac potozenie | predkosc danej czgsteczki
mozna dobrze przewidziec je| przyszig
trajektorie.

* Niestety, nie jestesmy w stanie zmierzycC
potozen | predkosci wszystkich czgstek gazu,
ktérych w szklance jest okoto 1022

* Nie jestesmy tez w stanie przechowac takich
informacji, a tym bardziej jej przetwarzac.



Dygresja: 10% — ile to jest?

10"to 11 n zer

Na przyktad:
10° = 100 000 — sto tysiecy
10" =10 000 000 000 — 10 miliardow

1022 =10 000 000 000 000 000 000 000
— dziesiec tryliardow

Mniej] wiecej tyle czgsteczek znajduje sie
w szklance gazu w warunkach normalnych



Rada na ztozone ukfady

 Poniewaz czgsteczki
- majg takie same wiasnosci,

— Jest ich bardzo duzo,

- Sg mniej wiecej rownomiernie
roztozone w naczyniu,

- poruszajg sie mniej wiecej tak samo
we wszystkich kierunkach

* mozemy wykorzystac teorie
prawdopodobienstwa, by opisac
ich srednie zachowanie



Mechanika kwantowa

« Sg tez obiektywne powody
probabilistycznego opisu swiata

* Opisujac witasnosci mikroczgstek
(elektronow, fotonow, atomow, czgsteczek)
przyjmujemy dzisiaj, ze ich zachowaniem
rzgdzg prawa w swej istocie probabilistyczne

 Prawa rzgdzace ciatami makroskopowymi
stajg sie deterministyczne dlatego, ze
dotyczg wielkosci usrednionych po wielu
czgstkach.



Rzut monetg

Zatozmy, ze moneta jest symetryczna.

Wtedy prawdopodobienstwo wyrzucenia
orta P | reszki p_jest takie samo.

Przyjeto umowe, ze suma prawdopodobienstw
wynosi 1. Zatem
po=pr=1/2



Co to jest prawdopodobienstwo

Prawdopodobienstwo:
liczba z przedziatu od 0 do 1,
przyporzgdkowana
zdarzeniu przypadkowemu.

Liczba ta jest miarg szansy na to,
Zze dane zdarzenie zajdzie.



Jak ustali¢ prawdopodobienstwo?

* na podstawie rozwazan o symetrii

* na podstawie doswiadczen



Symetryczne rozktady
prawdopodobienstwa

rzut monetg

rzut kostkg
wyciggniecie karty z potasowanej talii

wybor kolejnej cyfry w typowej
liczbie rzeczywiste]



Statystyczne wtasnosci liczb rzeczywistych

Wybierzmy dowolng liczbe rzeczywists.

Co mozna powiedzieC o rozktadzie cyfr
w zapisie dziesietnym (dwojkowym, innym)
te] liczby?

Przykiad: liczby wymierne sg okresowe
1/5=0.2,,=0.001100110011...,

1/7 = 0.142857142857.... . = 0.001001...,



Statystyczne wtasnosci liczb rzeczywistych

* Przyktad: liczby niewymierne
- 0.121121112111121111121111112...

- e =2,7182818284590452353602874713527 ...
- 1= 3,1415926535897932384626433832795...
- \2 =1,4142135623730950488016887242097 ...

» prawdopodobienstwa wystgpienia cyfr
* prawdopodobienstwa wystgpienia par cyfr

* Program Poe i rozwiniecia liczb



Statystyczne wtasnosci liczb rzeczywistych

* Dla miliona cyfr w rozwinieciu dziesietnym

- kazda cyfra powinna wystepowac
ok. 100 000 razy (10 cyfr)

- kazda para cyfr powinna wystepowac
ok. 10 000 razy (100 par)

* Widzimy, ze odstepstwa od sredniej dla cyfr
sg rzedu ok. 0,5%, dla par cyfr — 2%

* Takg samg witasnosc rownomiernych
rozktadow majg rozwiniecia w innych
uktadach liczbowych



Statystyczne wtasnosci liczb rzeczywistych

* Przyktad: Binarna reprezentacja liczby
= 3,141592653589793238462643383...

jest poczatkowo zdominowana przez zera:
125 zer w pierwszych 204 znakach!

To daje odchylenie prawie 23%
od wartosci sredniej.

Dopiero po 26 596 znakach
liczby zer | jedynek zrownujg sie!

* Fluktuacje!



Weryfikacja doswiadczalna teoril

Teoretyczng wartosc¢ prawdopodobienstwa
uzyskang na podstawie rozwazan o symedtrii
uktadu mozemy weryfikowac¢ doswiadczalnie

Doswiadczenia Buffona (XVIII w.)
- 4040 rzutow

- 2048 razy reszka, 1992 orzetek
- p, = 0.5069

Doswiadczenia Romanowskiego (XX w.)
- 80640 rzutow
- p, = 0.4923

Program Buffon — testy teorii na komputerze



Doswiadczalne ustalenie
prawdopodobienstwa

Definicja czestotliwosciowa Richarda von Misesa:

Prawdopodobienstwo p, zajscia zdarzenia A
okreslamy jako granice

NA — liczba zdarzen A podczas przeprowadzenia N prob



Definicja prawdopodobienstwa
von Misesa

 Formalnie: nie da sie zastosowac

* \W praktyce: podstawa statystyki



Chtopcy | dziewczeta

* W badaniach demograficznych stwierdzono, ze
stosunek liczby urodzen chtopcow do wszystkich

urodzen jest liczbg statg i wynosi okoto 22/43 =
0,5116

» Kiedy Laplace odkryt, ze w Paryzu w latach
1745-1784 liczba ta spadta do 25/49 = 0,5102
uznat, ze co$ nadzwyczajnego musiato sie
wydarzyc.

» Okazato sie, ze ubodzy mieszkancy okolic Paryza
chetniej podrzucali do stolicy dziewczeta niz
chtopcow



Definicja prawdopodobienstwa
Laplace'a

* Prawdopodobienstwo P(A) jest rowne
stosunkowi liczby przypadkow
sprzyjajgcych wystgpieniu zdarzenia A
do wszystkich mozliwych przypadkow

» Jak na podstawie genetyki otrzymac
stosunek liczby urodzen chtopcow do
liczby wszystkich urodzen?

* Ogolny problem: jak wyznaczycC
rozkiad prawdopodobienstwa
opisujgcy dane zjawisko?



Rzut dwoma kostkami

Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia
parzystej liczby oczek?

Rozwigzanie A: na jednej kostce sg 3
parzyste | 3 nieparzyste liczby. Suma jest

parzysta gdy obie parzyste lub nieparzyste.
1/2

Rozwigzanie B: Mozliwe sumy to 2, 3, ..., 12.
11 sum, 6 parzystych.
6/11

Ktore rozwigzanie jest poprawne?



Nieskonczona liczba przypadkow

* Problem z definicjg Laplace'a

» Jakie jest prawdopodobienstwo
zastania na staCJl stojacego pociagu,
Jezeli wiemy, ze pociagl wjezdzajg na stacje
co 10 minut i stojg na niej minute?

 Paradoks Bertranda:
jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze na chybit trafit wybrana cieciwa kofa
bedzie dtuzsza od ramienia trojkata
rownobocznego wpisanego w to koto?

* Program Bertrand



Paradoks Bertranda — rozwigzanie 1

Ustalmy kierunek cieciwy, -

e

np. pionowy. Przesuwajgc <
cieciwe od lewa do prawa Vs i ™
widzimy, ze tylko pomiedzy /

punktami a i b dlugo$é cieciwy F‘H N
jest wieksza od potowy - el
Srednicy. Diugos¢ ab jest ] )
rowna potowie srednicy, zatem NG 4

\\\ if‘,-'/ _:_4-"/

prawdopodobienstwo jest 1/2. L




Paradoks Bertranda — rozwigzanie 2

Rozwazmy cieciwe

zaczepiong w jednym punkcie.
Zmieniajgc jej kat nachylenia
wzgledem srednicy

od -90 do +90 stopni dostajemy
wszystkie mozliwe cieciwy.

Te z nich, ktore ze srednicg
tworzg kat od -30 do +30 stopni
sg dtuzsze od potowy srednicy.
Zatem szukane prawdopodobienstwo
wynosi 60/180 = 1/3.




Paradoks Bertranda — rozwigzanie 3

Wybierzmy losowo

dwa punkty na okregu

taczac je cieciwa.

Pierwszy punkt jest dowolny,
drugi musi lezec

na jednej trzecie] okregu
naprzeciwko pierwszego punktu,
zeby cieciwa byla

odpowiednio dtuga.

Zatem prawdopodobienstwo
wynosi rowniez 1/3.



Paradoks Bertranda — rozwigzanie 4

Srodek kazdej cieciwy lezy
wewnatrz kota | wyznacza
jednoznacznie jej potozenie.

Ta czescC kofa, w kiorej lezg

srodki cieciw spe%nlajacych
zadany warunek, jest rowniez f"
kotem o promieniu rownym [
potowie dtugosci promienia
duzego kota.

Stosunek pola tej czesci, do
pola catego kota wynosi 1/4.



Paradoks Bertranda — rozwigzanie 5

Wybierzmy dwa punkty nalezgce do kota.
Wyznaczajg doktadnie jedng cieciwe.

Szukane prawdopodobienstwo wynosi tuta;

1/3+3V3/41 =0,74683 !



Paradoks Bertranda — podsumowanie

Ktore rozwigzanie jest poprawne?



Metoda Monte Carlo

* Metoda Monte Carlo polega na wykonaniu
wielu eksperymentow losowych w celu
oszacowania wyniku obliczen.

o Wymyslit jg Stanistaw Ulam, ktory dochodzac
do zdrowia po ciezkiej chorobie stawiat
pasjanse.

* Probujgc oszacowac szanse tego, ze
pasjans wyjdzie, stwierdzit, ze prosciej jest
postawiC go wiele razy i oszacowac
prawdopodobienstwo z doswiadczenia,
niz je wyliczycC



Metoda Monte Carlo

* Typowe zastosowania:
- wyliczanie pola powierzchni pod krzywa,

- objetosci ograniczonej powierzchnia,
- itd.

 Program Ulam:
pole prostokata: funkcja stata

pole trojkata: x
pole kota i liczba 1T V(1-x2)




