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Uktad dynamiczny

e Uktad: zbior obiektow, ktorych zmiany w
czasie chcemy badac

 Dynamiczny. zmieniajgcy sie w czasie
zgodnie z pewng regutg



Typy uktadow dynamicznych

« Uktady deterministyczne
- Uktady autonomiczne
- Uktady zalezne od czasu

« Uktady losowe (stochastyczne)



Przyktad 1. Wyborcy

» Stan ukfadu: Preferencje wyborcze grupy
respondentow

 Ewolucja: Zmiany preferencji nastepujg na
skutek kontaktow miedzyludzkich



Przyktad 2. Ptatek sniegu

« Automat komorkowy na sieci o strukturze
plastra miodu

 Ten sam stan poczatkowy zawsze daje ten
sam stan koncowy (uktad deterministyczny)




Platek sniegu
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Reguta: Nowy fragment powstaje w komorce
siecl, ktora ma doktadnie jednego zmarznietego
sgsiada
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Ewolucja uktadu dynamicznego

 Rozw(Qj w czasie uktadu dynamicznego
opisuje rownanie ewolucji w postaci wzoru
iteracyjnego

Xn+1:Fp<Xn)

« X 1X opisujg stan uktadu w chwili n i n+1
» [ okresla jakim zmianom ulega stan uktadu
w kolejnych krokach iteracji



Przyktad 3. algorytm Newtona

» Jak policzyc pierwiastek z a”?
* Nalezy wybra¢ dowolng liczbe i iterowac jg

zgodnie z reguig
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* Dlaczego?

Jezeli x<va to Jaxx<a , d WIQC —>\/_

| na odwrot.



Przyktad 3. pierwiastek z 2

« Wezmy x =2
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Kilka pojec

* Punkt staty. stan uktadu, ktory sie nie zmienia
Z czasem

» Atraktor:. stan, do ktorego uktad dazy z
czasem

 Dorzecze (basen) atraktora: zbior stanow
poczgtkowych, ktore dgzg do danego
atraktora



Przyktad basenow atraktora

« Rozwazmy odwzorowanie ptaszczyzny

4 > 1 x-yl
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 To odwzorowanie ma trzy atraktory:

/(10>(—1 @) (—1 —@) :
P\ 2 2

A /




Basen%,
pierwiastkow

jedynki




Model Ehrenfesta: psy | pchty

« N pchet siedzi na dwoch psach: na Azorze A,
a na Burku B,

 Co chwile jedna z pchet podejmuje decyzje o
przeskoku z jednego psa na drugiego

« Jak zmienia sie rozktad pchet?
A .. =A_ — 1z prawdopodobienstwem A /N

A .. =A_ + 1z prawdopodobienstwem (N-A )/N

n



Determinizm a losowos¢é

* WiekszoSC procesow w przyrodzie ma
sktadowe deterministyczng i losowg

e Jezeli ,szum” jest nieduzy, modelujemy uktad
jako scisle deterministyczny

e Jezeli ,szum” jest dominujgcy, modelujemy
uktad jako proces stochastyczny



W ogolnosci

e JesteSmy bez szans...



Chaos deterministyczny

* Proste iteracje odwzorowan:

- Funkcja liniowa
- Funkcja logistyczna

» Uktady z ciggtym czasem

* Wptyw topologii na ewolucje



Przyktad: funkcja liniowa

* Rozwazmy populacje much. Oznaczmy
liczbe much w roku n-tym przez x_. Zatozmy,

ze na kazdg muche w pokoleniu n srednio
przypada R much w pokoleniu nastepnym.
Wtedy ewolucja much jest dana przez:

s N
xn+1 :R xn

x =R"x
" O




Przyktad: funkcja liniowa

 Staty wzrost (R>1) ™|
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» Staty rozpad (R<1) .
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Przyktad: funkcja logistyczna

Model liniowy jest zbyt duzym uproszczeniem.
Wzrost populacji zwykle ograniczony jest przez
czynniki zewnetrzne: drapiezcow, ograniczone
zasoby, itp. Biorgc pod uwage skonczong ilos¢
dostepnego pozywienia dostajemy model zwany
logistycznym. Jezeli wzrost R jest pomniejszony
o wielkos¢ proporcjonalng do x_to dostajemy:
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Szereg czasowy

e \V obszarze

regularnym
(r = 2.5)

e \W obszarze

regularnym
(r=3.2)
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Szereg czasowy

W obszarze
regularnym
(r=3.5)

 \W obszarze
chaotycznym
(r=3.7)

1.,

[ ]
n.g "
n.4l

]
0.2t

0.8t
L]

a0

40

]

g

100



Wykres bifurkacyjny

* Dla mapy logistycznej




Chaos deterministyczny

» Czuta zaleznosc¢ od warunkow poczatkowych:
Rysunek pokazuje roznice miedzy historig

dwoch populacji roznigeych sie poczatkowo o
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lteracje ptaszczyzny

* Przyktad dwuwymiarowy: mapa Henona

- , N
xn+1:A_xn+Byn

yn+1:xn
A /




Dziwny atraktor

Dla pewnych
wartosci

parametrow A | B,

mapa Henona dazy
do atraktora, ktory
jest fraktalem. Taki

atraktor nazywamy
dziwnym.




Prawdopodobienstwo odwiedzin
obszarow na atraktorze




Typowe atraktory

* Punkty state
* Cykle okresowe
* Dziwne atraktory (fraktale)



Uktady z ciggtym czasem

* Wiekszosc interesujgcych uktadow zmienia
sie w czasie w sposob ciggty. Modelujemy to
Za pomocg rownan rézniczkowych.
Rownania te okreslajg szybkosSc¢ zmian
parametrow uktadu w funkcji tych
parametrow. Na przyktad szybkos¢ zmian
potozenia joja jest funkcjg jego predkosci,
potozenia, oraz przytozonej sity (ruch reka).

 Aby w uktadach z ciggtym czasem pojawit sie
chaos, potrzebne sg co najmniej 3 zmienne.



Przyktad: rownania Lorenza

» Uproszczony model konwekcji w atmosferze:
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x, ,=x+10(y —x )€

yn+1:yn+(28xn_yn_xnzn)€
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Zn+1=2n+(—§zn+xnyn)e
< >~

» ¢ to mata liczba okreslajgca precyzje czasowg
zmian stanu ukfadu
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