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Typy uktadéw dynamicznych

« Ukfady deterministyczne
- Ukfady autonomiczne
- Uktady zalezne od czasu

« Uktady losowe (stochastyczne)
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Przyktad 1: Wyborcy

« Stan ukfadu: Preferencje wyborcze grupy
respondentow

» Ewolucja: Zmiany preferencji nastepujg na
skutek kontaktow miedzyludzkich

Uktad dynamiczny

* Ukfad: zbior obiektow, ktorych zmiany w
czasie chcemy bada¢

* Dynamiczny: zmieniajacy si¢ w czasie
zgodnie z pewna regutg

Przyktad 2: Ptatek $niegu

« Automat komérkowy na sieci o strukturze
plastra miodu

« Ten sam stan poczatkowy zawsze daje ten
sam stan koncowy (uktad deterministyczny)




Pfatek $niegu

xe#

Reguta: Nowy fragment powstaje w komoérce sieci,
ktora ma doktadnie jednego zmarznietego sasiada

Przyktad 3: algorytm Newtona

Jak policzy¢ pierwiastek z a?
Nalezy wybra¢ dowolng liczbe i iterowac¢ jgq
zgodnie z regulg

1 a
Xpo== X, t—
n+1 2< n x”)

Dlaczego?
Jezeli x<Va to Vaxx<a, a wiec %w‘E
i na odwrét.

Przyktad 3: pierwiastek z 2

« Wezmy x,=2

* Wtedy
- x‘=1 5

- %,=1,416

- x,=1,414215

_ X,=1,414213562374

_ x,=1,414213562373095048801689

« | tak dalej

Ewolucja uktadu dynamicznego
« Rozwdj w czasie uktadu dynamicznego

opisuje réwnanie ewolucji w postaci wzoru
iteracyjnego

XnHIFp(Xn) t"—:.

« X,i X ,, opisuja stan uktadu w chwili ni n+1
- F, okresla jakim zmianom ulega stan uktadu

w kolejnych krokach iteracji

Kilka poje¢

* Punkt stafy: stan uktadu, ktory sie nie zmienia
z czasem

« Atraktor: stan, do ktérego uktad dazy z
czasem

* Dorzecze (basen) atraktora: zbior stanéw
poczatkowych, ktore dazg do danego
atraktora



Przykfad basenéw atraktora
* Rozwazmy odwzorowanie ptaszczyzny

X, =2x+l—x’2_ylz
AR TF A

2 1 2x,
y[+l=§yt_ T2 22

3 (xj+y))
« To odwzorowanie ma trzy atraktory:

w0 (3239

Determinizm a losowos$¢

* Wigkszos$¢ proceséw w przyrodzie ma
sktadowe deterministyczng i losowg

« Jezeli ,szum” jest nieduzy, modelujemy ukfad
jako $cisle deterministyczny

« Jezeli ,szum” jest dominujacy, modelujemy
uktad jako proces stochastyczny

) Basen%
pierwiastkow
jedynki

W ogolnosci
» JesteSmy bez szans...

Model Ehrenfesta: psy i pchty

N pchet siedzi na dwéch psach: na Azorze A,
ana Burku B,

» Co chwile jedna z pchet podejmuje decyzje o
przeskoku z jednego psa na drugiego
« Jak zmienia sie rozktad pchet?
A, =A, -1z prawdopodobiefistwem A /N
A, =A, + 1z prawdopodobienstwem (N-A )/N

Chaos deterministyczny

« Proste iteracje odwzorowan:

- Funkcja liniowa

- Funkcja logistyczna

« Uktady z cigglym czasem
* Wptyw topologii na ewolucje



Przyktad: funkcja liniowa

* Rozwazmy populacje much. Oznaczmy
liczbe much w roku n-tym przez x . Zat6zmy,
ze na kazdg muche w pokoleniu n $rednio
przypada R much w pokoleniu nastepnym.
Wtedy ewolucja much jest dana przez:

Xn+1:R Xn

—_pn
X,=R"X,

Szereg czasowy

* W obszarze
regularnym
(r=2.5)

* W obszarze 1
regularnym L
(r=3.2)

Przykfad: funkcja liniowa

« Staty wzrost (R>1)

« Staly rozpad (R<1)

Szereg czasowy

* W obszarze
regularnym
(r=3.5)

W W

A
qﬁmeH“

W W e

* W obszarze
chaotycznym
(r=3.7)

—

Przyktad: funkcja logistyczna

Model liniowy jest zbyt duzym uproszczeniem.
Wzrost populacji zwykle ograniczony jest przez
czynniki zewnetrzne: drapiezcéw, ograniczone
zasoby, itp. Biorgc pod uwage skonczong ilos¢
dostepnego pozywienia dostajemy model zwany
logistycznym. Jezeli wzrost R jest pomniejszony
o wielkos¢ proporcjonalng do x to dostajemy:

X, =(R—ax,)x,
Yo =T =y)y,

Whykres bifurkacyjny

« Dla mapy logistycznej




Chaos deterministyczny

« Czufa zalezno$¢ od warunkéw poczatkowych:

Rysunek pokazuje réznice miedzy historig
dwoch populacji réznigcych sie poczatkowo o
0.0000001

Prawdopodobienstwo odwiedzin
obszaréw na atraktorze

lteracje ptaszczyzny
* Przyktad dwuwymiarowy: mapa Henona
A2
X, =A—X +BYy,
yn+1: Xn

Typowe atraktory

* Punkty state
* Cykle okresowe
« Dziwne atraktory (fraktale)

Dziwny atraktor

Dla pewnych ——

wartosci e
parametréow A i B, N
mapa Henona dazy Vg
do atraktora, ktory g

jest fraktalem. Taki
atraktor nazywamy
dziwnym.

Uktady z cigglym czasem

* Wiekszos$¢ interesujacych uktadéw zmienia
sie w czasie w sposoéb ciaglty. Modelujemy to
za pomocg réwnan rézniczkowych.
Réwnania te okreslaja szybkos¢ zmian
parametrow uktadu w funkgji tych
parametrow. Na przyktad szybko$¢ zmian
potozenia joja jest funkcjg jego predkosci,
potozenia, oraz przytozone;j sity (ruch reka).

Aby w ukfadach z cigglym czasem pojawit sie
chaos, potrzebne sg co najmniej 3 zmienne.



Przykfad: rownania Lorenza Samopodobienstwo

Fraktale
« Uproszczony model konwekcji w atmosferze: * Figura jest samopodobna, jezeli mozna jg * Fraktal: zbiér samopodobny o ,,niecatkowitym
podzieli¢ na czesci podobne do catosci wymiarze”
X, =X,+10(y,—x,)€ * Przykiady: * Przyktady fraktali to:
_ - Trojkat - Zbiér Cantora
Yur=Y,+(28 x,—y,—x,z,)€ - Kwadrat - Krzywa Kocha
8 - Odcinek - Tréjkat Sierpinskiego
2 =Z2,t _3_Zn+xnyn €

« ¢ to mala liczba okreslajaca precyzje czasowa
zmian stanu ukladu

Przyktad: zbiér Cantora Przykfad: krzywa i ptatek Kocha

« Wycinamy $rodkowa jedna trzecig danego
odcinka

« Stosujemy tq procedure do kazdej
otrzymanej czesci

Przykfad: trojkat Sierpinskiego

* Metoda 1: wycinamy coraz to mniejsze
tréjkaty ze zbioru poczatkowego
* Metoda 2: uzywamy dostepnej struktury w

kroku N do konstrukcji kroku N+1 po czym
skalujemy

« Po (nieskonczenie) wielu powtérzeniach
otrzymamy zbiér Cantora

o




Trojkat Sierpinskiego

W{miar
fraktalny
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Fraktale losowe .

* Losowe zbiory Cantora /\_

* Losowe trojkaty
Sierpinskiego Cz

* Wiekszos¢ fraktali - S
spotykanych w
przyrodzie AT L

Fraktale a uktady dynamiczne

* Zbiory niezmiennicze (atraktory, np. atraktor
Henona, atraktor Lorenza)

* Granice zbioréw przyciagania (np. brzegi
basenéw pierwiastkow jedynki dla metody
Newtona)

Wymiar fraktalny

* Opisuje skalowanie masy ukfadu przy
zmianie skali dlugosci

» Wymiar prostych zbioréw zero-, jedno- i
dwuwymiarowych

* Poréwnanie z fraktalami

N(e)~Ce™
Dp=lim_, nN{e)
In(1/¢)

Konstrukcja zbioru Mandelbrota
« Rozwazmy odwzorowanie

2 2
Xy 1 =X, =Y, T X,
Y1 =2 X, Y, F Yo

« Kolejne iteracje (punkty)
- Albo rosna nieograniczenie (,uciekajg do
nieskonczonosci”),
- Albo nie wychodzg poza koto o $rodku w (0,0)
i promieniu 2.
« Zbiér punktow drugiego typu to zuk
Mandelbrota
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