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Informacja | niepewnosc

 Matematyczna teoria informacji zajmuje sie
pojemnoscig kanatu transmisji informacj,
zupetnie abstrahuje od znaczenia, wartosci |
sensu przekazywanej informacji.

* Informacja | niepewnosc¢ to dwie strony tego
samego medalu: zdobywajac informacje
usuwamy niepewnosc¢ | na odwrat, tracac
iInformacje powiekszamy niepewnosc.

* |m wieksza niepewnos¢ co do
poszukiwanego wyniku, tym wiece]
iInformacji zdobywamy poznajac ten wynik.



Bit

* Miarg informacji jest bit — skrot od binary
digit. Jest to miara informacji otrzymane| w
odpowiedzi na elementarne pytanie, to jest
pytanie na ktore odpowiedz moze brzmiec
tylko ,tak” lub ,nie”.

* Wieksze jednostki to
bajt, kilobajt, megabajt, itd.

e UWAGA:
Kilometr to 1000=10° metrow
Kilobajt to 1024 = 21° bajtow




Wz0Oor Shannona

» Zawartosc informacyjna przekazu ztozonego z
n znakOw wyrazona jest przez

prawdopodobienstwa wystepowania tych
znakow p.

H:_Z pilng (pl>
i=1

* Wielkos¢ H oznacza informacje mierzong w
bitach. Nazywa sie |3 entropig informacyjna.
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Wiasnoscl informacii

* Informacja, jaka moze by¢ zawarta w danym
ciagu znakow jest proporcjonalna do dtugosci
tego ciagu. (Informacja jest wielkoscig
ekstensywnag)

* Przyjmijmy, ze informacja jest zapisana w
alfabecie binarnym (0,1)

« Stowem binarnym jest cigg zer | jedynek o
dtugosci N. Liczba N mierzy objetos¢ nosnika
iInformacji. Informacja zawarta w stowie jest
proporcjonalna do N.



Dlaczego logarytm

* Wybieramy jednostke informacji tak, ze
Informacja H = Dtugos¢_stowa_binarnego

Przy takim wyborze stowo ztozone z jednego
znaku niesie jeden bit informacii.

* |stnieje 2N stdw binarnych o dtugosci N
znakow. Zatem

Dtugosc_stowa = log , (Liczba_stow)



Dlaczego logarytm cd

» Jezeli prawdopodobienstwo wystgpienia
kazdego stowa jest takie samo, to wynosi
ono

p=1/Liczba_stow

* Wobec tego informacja zawarta w
pojedynczym stowie Wynosi

H = -log, (p)



Gra w 20 pytan

* Miara informacji jest rowna liczbie pytan
potrzebnych do odgadniecia stowa

 Rozwazmy uproszczong sytuacje, kiedy jest
2N rownoprawdopodobnych stow o dtugosci
N. Ponumerujmy je wszystkie liczbami
naturalnymi od 1 do 2",

 Mamy 2N zakrytych komorek. W jednej z nich
jest ,skarb”. Znalezienie ,skarbu” jest tym
samym co odgadniecie stowa.



Najprostsza strategia

Initially we know nothing:

20?2(?2(?2(?2|121?217?2]7?|7

After the first question we know:

2[2[217121212]2

After the sccond question we know:

?17

After the third question we know:

bl

After four questions we know were the treasure i1s:

RS A




20 pytan cd

Liczba pytan potrzebna do uzyskania petne]
informacji rowna jest poczatkowe]
niepewnosci

Na ogot prawdopodobienstwa wystgpienia
roznych stow nie s3 takie same.

Kiedy mamy odgadnac¢ stowo postaci KU _A
nie wiemy, czy jest to KUFA, KULA, KUMA,
KUNA, KUPA czy KURA.

Kiedy mamy stowo postaci SW_T, to nie ma
problemu.



Rozktad 1

Rozwazmy skarb ukryty w jednej z 4
komorek, z prawdopodobienstwami
p,=0.5,p,=0.25 p,=0.125,p,=0.125

Pierwotna strategia daje srednio 2 pytania do
osiggniecia sukcesu
Lepsza strategia:

- Czy skar
- Czy skar
- Czy skar

0
0

0

jest w pierwsze] komorce?
jest w drugiej komorce?
jest w trzeciej komorce?

S rednio prowadzi ona do
1*0.5+2*0.25+3*0.25=7/4 < 2 pytan
zatem jest lepsza od bisekcji.



Rozktad 2

 Rozwazmy rozktad 6 komaorkowy:
0, =1/3, p,=1/5, p,=1/5

0, =2/15, p,=1/15,p_.=1/15

S rednia liczba
pytan wynosi tu
37/15




Rozktad 2 — druga strategia

 Rozwazmy rozktad 6 komaorkowy:
0, =1/3, p,=1/5, p,=1/5

0, =2/15, p,=1/15,p_.=1/15

S rednia liczba
pytan wynosi tu
36/15




Optymalna strategia
— algorytm Huffmana

« Z poczatkowego rozktadu p°,, p°,, ..., p°
wybieramy dwa najmniej] prawdopodobne
zdarzenia p° oraz p°.

* tgczymy je w jedno o prawdopodobienstwie
p*., mamy nowy rozktad p*,, p*,, ..., p* ,

 Powtarzamy procedure n-1 razy

* W ten sposob, od dotu, powstaje optymalne
drzewo pytan.



Przyktad dziatania strateqil

 Zaczynamy od rozktadu p° =1/3, p°,=1/5,
p°.=1/5, p°,=2/15, p°.=1/15, p°.=1/15
« taczymy p° ip° w p*.. Dostajemy:
p*,=1/3, p* =1/5, p* =1/5, p*,=2/15, p*.=2/15
« taczymy p*,ip*. w p?,. Dostajemy:
p*,=1/3, p>,=1/5, p*,=1/5, p?,=4/15
« taczymy p?, ip*, w p°,. Dostajemy:
p®,=1/3, p°,=4/15, p*,=6/15
« taczymy p° ip°, w p* . Dostajemy:
p*,=9/15, p* =6/15



Rozktad 2 — trzecia strategia

 Rozwazmy rozktad 6 komaorkowy:
0, =1/3, p,=1/5, p,=1/5

0, =2/15, p,=1/15,p_.=1/15

S rednia liczba
pytan wynosi tu
rowniez 36/15




Porownanie dwoch ostatnich strategil

 Rozwazmy rozktad 6 komaorkowy:
0,=1/3, p,=1/5, p,=1/5

0, =2/15, p,=1/15,p,=1/15

Srednia liczba pytan wynosi dla obu strategii 36/15



S rednia informacja

 Nasze rozwazania pokazuja, ze entropia
Shannona mierzy srednig informacje
obliczonag w przypadku, gdy znane s3
wszystkie prawdopodobienstwa elementarne.

* Ogolne twierdzenie o bezszumowym
kodowaniu mozemy sformutowac tak:

Nie istnieje strategia o srednio mniejszej
liczbie pytan niz entropia Shannona



Doswiadczenia Hymana

 R. Hyman pokazat, ze czas reakcji na
bodzce o okreslonej zawartosci informacj
Jjest proporcjonalny do entropii Shannona.
* Program Hyman



Uktad dynamiczny

« Uktad: zbior obiektow, ktorych zmiany w
czasie chcemy badac

 Dynamiczny: zmieniajacy sie w czasie
zgodnie z pewnga reguta



Typy uktaddw dynamicznych

» Uktady deterministyczne
- Uktady autonomiczne
- Uktady zalezne od czasu

» Uktady losowe (stochastyczne)



Przyktad 1: Wyborcy

» Stan uktadu: Preferencje wyborcze grupy
respondentow

* Ewolucja: Zmiany preferencji nastepuja na
skutek kontaktdow miedzyludzkich



Przyktad 2: Ptatek sniegu

* Automat komodrkowy na sieci o strukturze
plastra miodu

 Ten sam stan poczatkowy zawsze daje ten
sam stan koncowy (uktad deterministyczny)
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Ptatek sniegu
G 8

Reguta: Nowy fragment powstaje w komorce sieci,
ktora ma doktadnie jednego zmarznietego sasiada
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Ptatek Sniegu

(3, 4)

v
(2,3) (2,4) (3,3) (3,4) (3,5) (4,4) (4,5)

Y
(1,2) (1,4 (2,3 (2,4) (3,2 (3,3) (3.4 (3,5 (3,6) (4,4 (4,3) (5,4) (5, 6)



Ewolucja uktadu dynamicznego

 RozwOQ] w czasie uktadu dynamicznego
opisuje rownanie ewolucji w postaci wzoru
iteracyjnego

Xn+1:Fp(Xn)

« X 1 X  Opisujg stan uktadu w chwili n' I n+1
.« F okresla jakim zmianom ulega stan uktadu
w kolejnych krokach iteracj



Przyktad 3: algorytm Newtona

« Jak policzycC pierwiastek z a?
* Nalezy wybrac¢ dowolng liczbe i iterowac |3
zgodnie z reguta

%, = x,+ 2
n+1 2 n xn

* Dlaczego?
Jezeli x<Ja t0 Vaxx<a, a wiec %>JE
| na odwrot.



Przyktad 3: pierwiastek z 2

« Wezmy x =2

* Wtedy
- X,=1,5

_ x,=1,416

~ x,=1,414215

_ X,=1,414213562374

_ x.=1,414213562373095048801689

| tak dalej



Kilka pojec

* Punkt staty: stan uktadu, ktory sie nie zmienia

Z czasem
» Atraktor: stan, do ktérego uktad dazy z

czasem
* Dorzecze (basen) atraktora: zbior standéw

poczatkowych, ktore daza do danego
atraktora



Przyktad basendw atraktora

 Rozwazmy odwzorowanie ptaszczyzny

L2 1 Xy
3T 3 ()

21 2x),
TS ()

 To odwzorowanie ma trzy atraktory:

(335




| Basen¥, _
pierwiastkow

jedynki




Model Ehrenfesta: psy | pchty

« N pchet siedzi na dwoch psach: na Azorze A,
a na Burku B,

* Co chwile jedna z pchet podejmuje decyzje o
przeskoku z jednego psa na drugiego

» Jak zmienia sie rozktad pchet?
A .. =A -1z prawdopodobienstwem A /N

n

A ., =A + 17z prawdopodobienstwem (N-A )/N



Determinizm a losowosc¢

* Wiekszos¢ procesow w przyrodzie ma
sktadowe deterministyczng 1 losowa

e Jezell ,szum” jest nieduzy, modelujemy uktad
jako scisle deterministyczny

» Jezeli ,szum” jest dominujacy, modelujemy
uktad jako proces stochastyczny



W ogolnosci

» JesteSmy bez szans...



Chaos deterministyczny

* Proste iteracje odwzorowan:

- Funkcja liniowa
- Funkcja logistyczna

» Uktady z ciggtym czasem
* Wptyw topologii na ewolucje



Przyktad: funkcja liniowa

 Rozwazmy populacje much. Oznaczmy
liczbe much w roku n-tym przez x_. Zatozmy,

ze na kazda muche w pokoleniu n srednio
przypada R much w pokoleniu nastepnym.
Wtedy ewolucja much jest dana przez:

xn—l—l :R'xn

x =R"x
n 0



Przyktad: funkcja liniowa

 Staty wzrost (R>1) ™|

100

o Staty rozpad (R<1)

40

*a
20 *
------




Przyktad: funkcja logistyczna

Model liniowy jest zbyt duzym uproszczeniem.
Wzrost populacji zwykle ograniczony jest przez
czynniki zewnetrzne: drapiezcow, ograniczone
zasoby, itp. Biorgc pod uwage skonczong ilos¢
dostepnego pozywienia dostajemy model zwany
logistycznym. Jezeli wzrost R jest pomniejszony
o wielkos¢ proporcjonalng do x _to dostajemy:




Szereg czasowy

* \WW obszarze
regularnym
(r=2.5)

 \W obszarze
regularnym
(r=3.2)
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Szereg czasowy

* \WW obszarze
regularnym
(r =3.5)

 \W obszarze
chaotycznym
(r=3.7)
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Wykres bifurkacyjny

* Dla mapy logistyczne]




Chaos deterministyczny

» Czuta zaleznos¢ od warunkow poczatkowych:
Rysunek pokazuje roznice miedzy historig
dwoch populacii roznigeych sie poczatkowo o
0.0000001
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