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Informacja i niepewność

● Matematyczna teoria informacji zajmuje si  ę
pojemno ci  kana u transmisji informacji, ś ą ł
zupe nie abstrahuje od znaczenia, warto ci i ł ś
sensu przekazywanej informacji.

● Informacja i niepewno  to dwie strony tego ść
samego medalu: zdobywaj c informacj  ą ę
usuwamy niepewno  i na odwrót, trac c ść ą
informacj  powi kszamy niepewno .ę ę ść

● Im wi ksza niepewno  co do ę ść
poszukiwanego wyniku,  tym wi cej ę
informacji zdobywamy poznaj c ten wynik.ą



Bit

● Miar  informacji jest ą bit – skrót od binary 
digit. Jest to miara informacji otrzymanej w 
odpowiedzi na elementarne pytanie, to jest 
pytanie na które odpowied  mo e brzmie  ź ż ć
tylko „tak” lub „nie”. 

● Wi ksze jednostki to ę
bajt, kilobajt, megabajt, itd.

● UWAGA: 
kilometr to 1000=103 metrów
kilobajt to 1024 = 210 bajtów



Wzór Shannona

● Zawarto  informacyjna przekazu z o onego z ść ł ż
n znaków wyra ona jest przez ż
prawdopodobie stwa wyst powania tych ń ę
znaków pi 

● Wielko  ść H oznacza informacj  mierzon  w ę ą
bitach. Nazywa si  j  ę ą entropi  informacyjną ą .

H=−∑
i=1

n

p i log2  p i



P log(P)



W asno ci informacjił ś

● Informacja, jaka mo e by  zawarta w danym ż ć
ci gu znaków jest proporcjonalna do d ugo ci ą ł ś
tego ci gu. (Informacja jest wielko ci  ą ś ą
ekstensywną)

● Przyjmijmy, e informacja jest zapisana w ż
alfabecie binarnym (0,1)

● S owem binarnym jest ci g zer i jedynek o ł ą
d ugo ci N. Liczba N mierzy obj to  no nika ł ś ę ść ś
informacji. Informacja zawarta w s owie jest ł
proporcjonalna do N.



Dlaczego logarytm

● Wybieramy jednostk  informacji tak, e ę ż

Informacja H = D ugo _s owa_binarnegoł ść ł

Przy takim wyborze s owo z o one z jednego ł ł ż
znaku niesie jeden bit informacji.

● Istnieje 2N s ów binarnych o d ugo ci N ł ł ś
znaków. Zatem 

D ugo _s owa = logł ść ł 2 (Liczba_s ów)ł



Dlaczego logarytm cd

● Je eli prawdopodobie stwo wyst pienia ż ń ą
ka dego s owa jest takie samo, to wynosi ż ł
ono  
                  p=1/Liczba_s ówł

● Wobec tego informacja zawarta w 
pojedynczym s owie wynosił

                      H = - log2 (p)



Gra w 20 pytań

● Miara informacji jest równa liczbie pyta  ń
potrzebnych do odgadni cia s owaę ł

● Rozwa my uproszczon  sytuacj , kiedy jest ż ą ę
2N równoprawdopodobnych s ów o d ugo ci ł ł ś
N. Ponumerujmy je wszystkie liczbami 
naturalnymi od 1 do 2N. 

● Mamy 2N zakrytych komórek. W jednej z nich 
jest „skarb”. Znalezienie „skarbu” jest tym 
samym co odgadni cie s owa.ę ł



Najprostsza strategia



20 pyta  cdń

● Liczba pyta  potrzebna do uzyskania pe nej ń ł
informacji równa jest pocz tkowej ą
niepewno ciś

● Na ogó  prawdopodobie stwa wyst pienia ł ń ą
ró nych s ów nie s  takie same. ż ł ą

● Kiedy mamy odgadn  s owo postaci KU_A ąć ł
nie wiemy, czy jest to KUFA, KULA, KUMA, 
KUNA, KUPA czy KURA. 

● Kiedy mamy s owo postaci W_T, to nie ma ł Ś
problemu.



Rozk ad 1ł
● Rozwa my skarb ukryty w jednej z 4 ż

komórek, z prawdopodobie stwami ń
p1 = 0.5, p2 = 0.25, p3 = 0.125, p4 = 0.125

● Pierwotna strategia daje rednio 2 pytania do ś
osi gni cia sukcesuą ę

● Lepsza  strategia: 
– Czy skarb jest w pierwszej komórce?
– Czy skarb jest w drugiej komórce?
– Czy skarb jest w trzeciej komórce?

● rednio prowadzi ona do Ś
    1*0.5+2*0.25+3*0.25=7/4 < 2 pytań
zatem jest lepsza od bisekcji.



Rozk ad 2ł

● Rozwa my rozk ad 6 komórkowy:ż ł
p1 = 1/3,     p2 = 1/5,   p3 = 1/5, 
p4 = 2/15,   p5 = 1/15, p6 = 1/15 

rednia liczba Ś
pyta  wynosi tu ń
37/15



Rozk ad 2 – druga strategiał

● Rozwa my rozk ad 6 komórkowy:ż ł
p1 = 1/3,     p2 = 1/5,   p3 = 1/5, 
p4 = 2/15,   p5 = 1/15, p6 = 1/15 

rednia liczba Ś
pyta  wynosi tu ń
36/15



Optymalna strategia 
– algorytm Huffmana

● Z pocz tkowego rozk adu pą ł 0
1, p

0
2, ..., p

0
n 

wybieramy dwa najmniej prawdopodobne 
zdarzenia p0

i oraz p0
j.

● czymy je w jedno o prawdopodobie stwie Łą ń
p1

k, mamy nowy rozk ad pł 1
1, p

1
2, ..., p

1
n-1 

● Powtarzamy procedur  n-1 razyę
● W ten sposób, od do u, powstaje optymalne ł

drzewo pyta .ń



Przyk ad dzia ania strategiił ł

● Zaczynamy od rozk adu pł 0
1=1/3, p0

2=1/5, 
p0

3=1/5, p0
4=2/15, p0

5=1/15, p0
6=1/15

● czymy pŁą 0
5 i p

0
6 w p1

5. Dostajemy:
p1

1=1/3, p1
2=1/5, p1

3=1/5, p1
4=2/15, p1

5=2/15
● czymy pŁą 1

4 i p
1

5 w p2
4. Dostajemy:

p2
1=1/3, p2

2=1/5, p2
3=1/5, p2

4=4/15
● czymy pŁą 2

2 i p
2

3 w p3
3. Dostajemy:

p3
1=1/3, p3

2=4/15, p3
3=6/15

● czymy pŁą 3
1 i p

3
2 w p4

2. Dostajemy:
p4

1=9/15, p4
2=6/15



Rozk ad 2 – trzecia strategiał

● Rozwa my rozk ad 6 komórkowy:ż ł
p1 = 1/3,     p2 = 1/5,   p3 = 1/5, 
p4 = 2/15,   p5 = 1/15, p6 = 1/15 

rednia liczba Ś
pyta  wynosi tu ń
równie  36/15ż



Porównanie dwóch ostatnich strategii

● Rozwa my rozk ad 6 komórkowy:ż ł
p1 = 1/3,     p2 = 1/5,   p3 = 1/5, 
p4 = 2/15,   p5 = 1/15, p6 = 1/15 

rednia liczba pyta  wynosi dla obu strategii 36/15Ś ń



rednia informacjaŚ

● Nasze rozwa ania pokazuj , e entropia ż ą ż
Shannona mierzy redni  informacj  ś ą ę
obliczon  w przypadku, gdy znane s  ą ą
wszystkie prawdopodobie stwa elementarne.ń

● Ogólne twierdzenie o bezszumowym 
kodowaniu mo emy sformu owa  tak:ż ł ć

Nie istnieje strategia o rednio mniejszej ś
liczbie pyta  ni  entropia Shannonań ż



Do wiadczenia Hymanaś

● R. Hyman pokaza , e czas reakcji na ł ż
bod ce o okre lonej zawarto ci informacji ź ś ś
jest proporcjonalny do entropii Shannona.

● Program Hyman



Uk ad dynamicznył

● Uk adł : zbiór obiektów, których zmiany w 
czasie chcemy badać

● Dynamiczny: zmieniaj cy si  w czasie ą ę
zgodnie z pewn  reguą łą



Typy uk adów dynamicznychł
● Uk ady deterministyczneł
– Uk ady autonomiczneł
– Uk ady zale ne od czasuł ż

● Uk ady losowe (stochastyczne)ł



Przyk ad 1: Wyborcył
● Stan uk aduł : Preferencje wyborcze grupy 

respondentów
● Ewolucja: Zmiany preferencji nast puj  na ę ą

skutek kontaktów mi dzyludzkichę



Przyk ad 2: P atek niegu ł ł ś
● Automat komórkowy na sieci o strukturze 

plastra miodu
● Ten sam stan pocz tkowy zawsze daje ten ą

sam stan ko cowy (uk ad deterministyczny)ń ł



P atek nieguł ś

Regu a: Nowy fragment powstaje w komórce sieci, ł
która ma dok adnie jednego zmarzni tego s siada ł ę ą



P atek nieguł ś



Ewolucja uk adu dynamicznegoł
● Rozwój w czasie uk adu dynamicznego ł

opisuje równanie ewolucji w postaci wzoru 
iteracyjnego

● Xn i Xn+1 opisuj  stan uk adu w chwili ą ł n i n+1
● Fp okre la jakim zmianom ulega stan uk adu ś ł

w kolejnych krokach iteracji

X n1=F p X n



Przyk ad 3: algorytm Newtonał
● Jak policzy  pierwiastek z a?ć
● Nale y wybra  dowoln  liczb  i iterowa  j  ż ć ą ę ć ą

zgodnie z regu  łą

● Dlaczego? 
Je eli           to             , a wi cż ę
i na odwrót.            

xn1=
1
2xn axn

xa a∗xa a
x
a



Przyk ad 3: pierwiastek z 2ł
● We my xź 0=2
● Wtedy 
– x1=1,5

– x2=1,416

– x3=1,414215

– X4=1,414213562374

– x5=1,414213562373095048801689

– ...
● I tak dalej



Kilka poj  ęć
● Punkt sta ył : stan uk adu, który si  nie zmienia ł ę

z czasem
● Atraktor: stan, do którego uk ad d y z ł ąż

czasem
● Dorzecze (basen) atraktora: zbiór stanów 

pocz tkowych, które d  do danego ą ążą
atraktora 



Przyk ad basenów atraktorał

● Rozwa my odwzorowanie p aszczyznyż ł

● To odwzorowanie ma trzy atraktory: 
 

1,0 ,−1
2
, 3

2 ,−1
2
,−3

2 

x t1=
2
3
x t

1
3
x t

2 − y t
2

 x t
2 y t

22

y t1=
2
3
y t−

1
3

2 x t y t
 x t

2 y t
22



Baseny
pierwiastków 

jedynki



Model Ehrenfesta: psy i pch ył

● N pche  siedzi na dwóch psach: na Azorze Ał n, 
a na Burku Bn 

● Co chwil  jedna z pche  podejmuje decyzj  o ę ł ę
przeskoku z jednego psa na drugiego

● Jak zmienia si  rozk ad pche ?ę ł ł
An+1 = An – 1 z prawdopodobie stwem Ań n/N
An+1 = An + 1 z prawdopodobie stwem (N-Ań n)/N



Determinizm a losowość

● Wi kszo  procesów w przyrodzie ma ę ść
sk adowe deterministyczn   i losowł ą ą

● Je eli „szum” jest niedu y, modelujemy uk ad ż ż ł
jako ci le deterministycznyś ś

● Je eli „szum” jest dominuj cy, modelujemy ż ą
uk ad jako proces stochastycznył



W ogólno ciś
● Jeste my bez szans...ś



Chaos deterministyczny

● Proste iteracje odwzorowa :ń
– Funkcja liniowa
– Funkcja logistyczna

● Uk ady z ci g ym czasemł ą ł
● Wp yw topologii na ewolucjł ę



Przyk ad: funkcja liniował

● Rozwa my populacj  much. Oznaczmy ż ę
liczb  much w roku ę n-tym przez xn . Za ó my, ł ż
e na ka d  much  w pokoleniu n rednio ż ż ą ę ś

przypada R much w pokoleniu nast pnym. ę
Wtedy ewolucja much jest dana przez:

xn1=R xn
xn=R

n x 0



Przyk ad: funkcja liniował

● Sta y wzrost (ł R>1)

● Sta y rozpad (ł R<1)



Model liniowy jest zbyt du ym uproszczeniem. ż
Wzrost populacji zwykle ograniczony jest przez 
czynniki zewn trzne: drapie ców, ograniczone ę ż
zasoby, itp. Bior c pod uwag  sko czon  ilo  ą ę ń ą ść
dost pnego po ywienia dostajemy model zwany ę ż
logistycznym. Je eli wzrost R jest pomniejszony ż
o wielko  proporcjonaln  do xść ą n to dostajemy:

Przyk ad: funkcja logistycznał

xn1=R−a xn x n
yn1=r 1 − yn yn



Szereg czasowy

● W obszarze 
regularnym 
(r = 2.5)

● W obszarze 
regularnym 
(r = 3.2)



Szereg czasowy

● W obszarze 
regularnym 
(r = 3.5)

● W obszarze 
chaotycznym 
(r = 3.7)



Wykres bifurkacyjny

● Dla mapy logistycznej



Chaos deterministyczny

● Czu a zale no  od warunków pocz tkowych: ł ż ść ą
Rysunek pokazuje ró nic  mi dzy histori  ż ę ę ą
dwóch populacji ró ni cych si  pocz tkowo o ż ą ę ą
0.0000001


