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Metoda Monte Carlo

 Metoda Monte Carlo polega na wykonaniu
wielu eksperymentow losowych w celu
oszacowania wyniku.

* Program Ulam



Definicja prawdopodobienstwa
Laplace'a

* Prawdopodobienstwo PA jest rowne
stosunkowi liczby przypadkow sprzyjajacych
wystapieniu zdarzenia A do wszystkich
mozliwych przypadkow

« Jak na podstawie genetyki otrzymac
stosunek liczby urodzen chtopcow do liczby
wszystkich urodzen?




Nieskonczona liczba przypadkow

* Jakie jest prawdopodobienstwo zastania na
stacji stojacego pociagu, jezeli wiemy, ze

pociagi wjezdzajq na stacje co 10 minut |
stojgq na nie] minute?

« Paradoks Bertranda:

jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze na
chybit trafit wybrana cieciwa kota bedzie

dtuzsza od ramienia trojkata rownobocznego
wpisanego w to koto?

 Program Bertrand



Paradoks Bertranda — rozwigzanie 1

Ustalmy kierunek cieciwy, np.
pionowy. Przesuwajac cieciwe A
od lewa do prawa widzimy,ze VAR
tylko pomiedzy punktamiaib /|
dtugosc cieciwy jest wigkszaod | | |
potowy srednicy. Dtugosc¢ ab a e
jest rowna potowie Srednicy, \
zatem prawdopodobienstwo e
jest 1/2. e




Paradoks Bertranda — rozwigzanie 2

Rozwazmy cieciwe zaczepiong
w jednym punkcie. Zmieniajac je] o
kat nachylenia wzgledem
Srednicy w tym punkcie od -90
do +90 stopni dostajemy
wszystkie mozliwe cieciwy. Te z
nich, ktore tworza kat od -30 do
+30 stopni ze srednica S3
dtuzsze od potowy Srednicy.
Zatem szukane
prawdopodobienstwo wynosi
60/180 = 1/3




Paradoks Bertranda — rozwigzanie 3

Wybierzmy przypadkowo dwa
punkty na okregu tagczac je
cleciwg. Pierwszy punkt jest
dowolny, drugi musi lezeC na
jedne] trzecie] okregu
naprzeciwko pierwszego
punktu, by cieciwa byta
odpowiednio dtuga. Zatem
prawdopodobienstwo wynosi
rowniez 1/3.




Paradoks Bertranda — rozwiazanie 4

Srodek kazdej cieciwy lezy
wewnatrz kota | wyznacza
jednoznacznie jej potozenie.
Stosunek czesci kota w ktorej

lezg Srodki cieciw spetniajacych |
zadany warunek do pola catego |
kota wynosi 1/4; ta cze$¢ kota / Sy
jest rowniez kotem o promieniu ] )
rownym potowie dtugosci P
promienia duzego kota.




Ciagl liczb losowych

e Czy cigg 0,1,0,1,0,1,... jest losowy?

* Napisz na kartce cigg zer | jedynek o
dtugosci 100 znakow

* Policz ile jest w tym ciggu podciagow
ztozonych z trzech, czterech i pieciu jedynek

* Poréwnaj z wynikami wygenerowanymi przez
program Bernoulli



Generatory liczb losowych

 Komputery generuja liczby pseudolosowe,
nie losowe

* Wygenerowane liczby powtarzajg sie po

newnym czasie. Im dtuzszy okres, tym

epszy generator. Im lepieje ,potasowane”

iIczby, tym lepszy generator.




Prawdopodobienstwo wylosowania
clagow samych jedynek

* Aby uzyskac¢ samotng jedynke w binarnym
cilagu trzeba wyrzuci¢ po kolei 0,1,0 —
prawdopodobienstwo ¥2 * 12 * %2 = 1/8

* Aby uzyskac¢ n jedynek w binarnym ciggu
trzeba wyrzucic po kolei 0,1, ... ,1,0 — to daje
prawdopodobienstwo

e Zatem prawdopodonl;aiyeﬁstwo wyrzucenia
6,7,8 Jedynek pod rzad to odpowiednio
1/256, 1/512 1 1/1024



Deska Galtona

Pochylona deska z
wbitymi gwozdziami
wozonymi w trojkat.
Mozna je] uzyC do
wizualizac]
wielokrotnego
rzucania moneta
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Deska Galtona

» Jezell prawdopodobienstwo skoku w prawo lub
w lewo na kazdym gwozdziu jest takie samo,
to prawdopodobienstwo rozktadu na ostatnim
poziomie dane jest przez trojkat Pascala

* Program Galton
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Trojkat Pascala

Trojkat Pascala powstaje przy obliczaniu n-te] potegi
dwumianu. Kazdy wspotczynnik w trojkacie Pascala
rowny jest liczbie drog jakimi mozna do niego dojs¢
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Wspotczynniki dwumianu

* Liczby w n-tym wierszu trojkata Pascala,
zwane wspotczynnikami dwumianowymi,
ozhaczane sg symbolem Newtona
| dane sg wzorem:

n\_ n!
(k>_k!(n—k)!

« Zatem prawdopodobienstwa trafienia do
odpowiednie] przegrodki wynosza

B n!

)_Z”k!(n—k)!

p(n,k

e Zachodzi n
>, . plnk)=1



Btadzenie przypadkowe

* Ruch punktu na prostej lub w przestrzeni o
dowolnym wymiarze polegajacy na
wykonywaniu krokow o statej dtugosci

osowo w jednym z kilku wybranych

Kierunkow.

 Deska Galtona jest rownowazna btadzeniu

orzypadkowemu na proste;.




Inne zrodta liczb losowych

* Tabele liczb losowych,
np. rozwiniecia liczb normalnych

 Pomiary fizyczne odpowiednich uktadow



Spacery losowe — model dyfuzji

* Btadzenie przypadkowe (spacer losowy) w
przestrzeni stanowi model dyfuzji | ruchow
Browna — rozprzestrzeniania sie czasteczek
w danym srodowiskul.

« Srednia odlegtoé¢ od punktu poczatkowego
rosnie z czasem ¢ jak r

 Program Smoluchowski



Liczby normalne ponownie

* Liczba normalna — liczba, w ktorej
rozwinieciu w danym uktadzie kazdy blok cyfr
jest tak samo prawdopodobny jak kazdy inny
blok te] samej dtugosci

* Rozwijajg liczbe normalng w bazie o
podstawie 36 mozemy generowac losowe
teksty: 10 cyfr + 26 liter tacinskich, albo 35
polskich liter | spacja.

* Przyktad rozwiniecia liczby pi po polsku.



Prawdopodobienstwo wystapienia
dowolnego tekstu

* Trzydziestotomowa encyklopedia Brytannica
zawiera okoto 30 milionow znakow.
Prawdopodobienstwo wystgpienia jej tekstu
w przypadkowym tekscie wynosi

1 30 000 000 (1 45 000 000
36 10

* Prawdopodobienstwo wystgpienia krotkich
stow, jak ,Budda”’ wynosi

1Y) (1
36 60 000 000

czyli w tekscie dtugosci 60 min znakow oba
te stowa powinny wystgpic przynajmniej raz




Kodowanie tekstow w rozwinieciach

* Znajdowanie tekstow w rozwinieciach liczb
normalnych nie tylko zalezy od podstawy ale
| od kodowania, t]. od tego co przypiszemy
danemu symbolowi w rozwinieciu



Informacja | niepewnos¢

 Matematyczna teoria informacji zajmuje sie
pojemnoscig kanatu transmisji informacj,
zupetnie abstrahuje od znaczenia, wartosci |
sensu przekazywane] informacii.

* |Informacja | niepewnosc¢ to dwie strony tego
samego medalu: zdobywajac informacje
usuwamy niepewnosc¢ | na odwrat, tracac
informacje powiekszamy niepewnosc.

* |m wieksza niepewnos¢ co do
poszukiwanego wyniku, tym wiece]
iInformacji zdobywamy poznajac ten wynik.



Bit

* Miarg informacji jest bit — skrot od binary
digit. Jest to miara informacji otrzymane| w
odpowiedzi na elementarne pytanie, to jest
pytanie na ktore odpowiedz moze brzmiec
tylko ,tak” lub ,nie”.

* Wieksze jednostki to
bajt, kilobajt, megabajt, itd.

e UWAGA:
kilometr to 1000=10° metrow
kilobajt to 1024 = 2'° bajtéw



Wz0Or Shannona

» Zawartos¢ informacyjna przekazu ztozonego z
n znakOw wyrazona jest przez

prawdopodobienstwa wystepowania tych
znakow p.

H:_Z p;log, <pi)
i=1

* Wielko$¢ H oznacza informacje mierzong w
bitach. Nazywa sie j3 entropig informacyjng.



-log (p)

[:) I()!;l(l:)) | 02 0.4 0.6 0.8 o’

-plog(p)

0.57




Wiasnosci informacii

* Informacja, jaka moze by¢ zawarta w danym
ciagu znakow jest proporcjonalna do dtugosci
tego ciggu. (Informacja jest wielkoscia
ekstensywna)

* Przyjmijmy, ze informacja jest zapisana w
alfabecie binarnym (0,1)

« Stowem binarnym jest cigg zer | jedynek o
dtugosci N. Liczba N mierzy objetos¢ nosnika
iInformacji. Informacja zawarta w stowie jest
proporcjonalna do N.



Dlaczego logarytm

 Wybieramy jednostke informacji tak, ze
Informacja H = Dtugos¢_stowa_binarnego

Przy takim wyborze stowo ztozone z jednego
znaku niesie jeden bit informacji.

* |stnieje 2N stow binarnych o dtugosci N
znakow. Zatem

Dtugosc_stowa = log , (Liczba_stow)



Dlaczego logarytm cd

» Jezeli prawdopodobienstwo wystgpienia
kazdego stowa jest takie samo, to wynosi
ono

p=1/Liczba_stow

* Wobec tego informacja zawarta w
pojedynczym stowie wynosi

H = -log, (p)



Gra w 20 pytan

* Miara informacji jest rowna liczbie pytan
potrzebnych do odgadniecia stowa

 Rozwazmy uproszczong sytuacje, kiedy jest
2N rownoprawdopodobnych stow o dtugosci
N. Ponumerujmy je wszystkie liczbami
naturalnymi od 1 do 2",

« Mamy 2" zakrytych komarek. W jednej z nich
jest ,skarb”. Znalezienie ,skarbu” jest tym
samym co odgadniecie stowa.



Najprostsza strategia

Initially we know nothing:

20?2(?2(?2(?2|121?217?2]7?|7

After the first question we know:

2[2[217121212]2

After the sccond question we know:

217?17

After the third question we know:

R 2| ? i

After four questions we know were the treasure i1s:

RS A




20 pytan cd

Liczba pytan potrzebna do uzyskania petne]
informacji rowna jest poczatkowej
niepewnosci

Na ogot prawdopodobienstwa wystgpienia
roznych stow nie sg takie same.

Kiedy mamy odgadnac¢ stowo postaci KU _A
nie wiemy, czy jest to KUFA, KULA, KUMA,
KUNA, KUPA czy KURA.

Kiedy mamy stowo postaci SW_T, to nie ma
oroblemu.




Rozktad 1

Rozwazmy skarb ukryty w jednej z 4
Komorek, z prawdopodobienstwami
0, =0.5,p,=0.25,p,=0.125, p, = 0.125

Plerwotna strategia daje srednio 2 pytania do

osiggniecia sukcesu
Lepsza strategia:

- Czy skar
- Czy skar
- Czy skar

D

D

jest w pierwszej komorce?
N

est w drugiej komorce?
jest w trzeciej komorce?

S rednio prowadzi ona do
1*0.5+2*0.25+3*0.25=7/4 < 2 pytan
zatem jest lepsza od bisekc]ji.



Rozktad 2

 Rozwazmy rozktad 6 komorkowy:
0, =1/3, p,=1/5, p,=1/5

0, =2/15, p,=1/15,p,=1/15

Srednia liczba
pytan wynosi tu
37/15




Rozktad 2 — druga strategia

 Rozwazmy rozktad 6 komorkowy:
0, =1/3, p,=1/5, p,=1/5

0, =2/15, p,=1/15,p,=1/15

Srednia liczba
pytan wynosi tu
36/15




Optymalna strategia
— algorytm Huffmana

. Z poczatkowego rozktadu p°,, p°,, ..., p°.

wyblieramy dwa najmniej prawdopodobne
zdarzenia p° oraz pOj.

* t3gczymy je w jedno o prawdopodobienstwie
p*, mamy nowy rozktad p*,, p*,, ..., p* _,
 Powtarzamy procedure n-1 razy

* W ten sposob, od dotu, powstaje optymalne
drzewo pytan.



Przyktad dziatania strategil

« Zaczynamy od rozktadu p°,=1/3, p°,=1/5,
p°,=1/5, p°4:g/15, p°.=1/15, p?6:1/15
« taczymy p°. 1p° w p'.. Dostajemy:
p*,=1/3, p12:.1/5, p*,=1/5, p14:_2/15, p.=2/15
« tgczymy p',ip*. w p?,. Dostajemy:
p*,=1/3, p>,=1/5, p*,=1/5, p?,=4/15
« taczymy p?, ip*, w p°,. Dostajemy:
p*,=1/3, p°,=4/15, p*,=6/15
« taczymy p° ip®, w p*,. Dostajemy:
p*,=9/15, p* =6/15



Rozktad 2 — trzecia strategia

 Rozwazmy rozktad 6 komorkowy:
0, =1/3, p,=1/5, p,=1/5

0, =2/15, p,=1/15,p,=1/15

S rednia liczba
pytan wynosi tu
rowniez 36/15




Porownanie dwoch ostatnich strateqi

* Rozwazmy rozktad 6 komorkowy:
0,=1/3, p,=1/5, p,=1/5

0, =2/15, p,=1/15,p,=1/15

Srednia liczba pytan wynosi dla obu strategii 36/15



S rednia informacja

 Nasze rozwazania pokazuja, ze entropia
Shannona mierzy srednig informacje
obliczonag w przypadku, gdy znane s3
wszystkie prawdopodobienstwa elementarne.

* Ogolne twierdzenie o bezszumowym
kodowaniu mozemy sformutowac tak:

Nie Istnieje strategia o srednio mniejszej
liczbie pytan niz entropia Shannona



Doswiadczenia Hymana

R. Hyman pokazat, ze czas reakcji na
nodzce o okreslonej zawartosci informacii
jest proporcjonalny do entropii Shannona.
Program Hyman




Uzyte programy

Ulam

Bertrand
Bernoulli
Galton

Poe
Smoluchowski
Shannon
Huffman
Hyman



